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Opakovani zakladnich definic algebry

(M, o): Algebraicka struktura s bindrni operaci a o b.
Grupoid: (M, o), M je uzaviend na o.

Pologrupa: grupoid, asociativni zakon.

Monoid: pologrupa, existence 1.

Grupa (M, 0,1,z !): monoid, existence inverzniho prvku z .
Abelova grupa: grupa, komutativni zékon.

Pt: Grupa vSech rotaci v Ra,...

T&leso (M, %, 0): Abelova grupa (M, *,0,z, '), grupa (M\{0},0,1,z,'), (x,0)
distributivni zdkon.

Komutativni téleso: (M \ {0},0,1,2;) jest komutativni grupa.

P¥: Q. R, C

Vektorovy prostor nad télesem T (V,+,-): Pro kazdd u,v € V,r € T je
ut+veVar-ueV.

Okruh (M, *,0): Abelova grupa (M,*,0,z 1), monoid (M, o, 1), (x,0) zleva
i zprava distributivni.

Komutativni okruh: (M, o,1) jest komutativni monoid.

Pi: Z, Okruhy polynomi nad okruhem.

Obor integrity: komutativni okruh bez déliteli 0.
P#: Z, Okruh polynomii nad oborem integrity.

Gaussiiv obor integrity: obor integrity, kde existuje jednozna¢ny rozklad na
ireducibilni prvky.
Pi: Z, Okruh polynomii nad Gaussovym oborem integrity nebo nad télesem.



[reducibilni rozklady polynomi v T[x]
T - libovolné téleso pak plati: Je-li f(z) reducibilni, pak existuji g(z), h(x)
takové, ze st f(z) > st g(z),st h(z) > 1 a f(z) = g(x)h(x).

Véta 1 Necht f(z) je ireducibilni polynom v T|x], g(x) je libovolny polynom
v T[z]. Potom plati bud’ NSD{f(x),g(x)} =1 nebo f(x)|g(z) v T|x].

Véta 2 Polynom f(z) € T|x] je ireducibilni polynom v T[z], pravé kdyz plati
implikace:

Jestlize pro Vg(z) € T[z] a Yh(z) € Tz] plati f(x)|g(x)h(z), pak f(x)|g(x)
nebo f(x)|h(x).

Dusledek 1 Polynom f(x) nad T je ireducibilni v T|x], prdvé kdyZ plati
implikace:

Jestlize f(x)|g1(x)g2(x) - .. gx(x), kde k > 1, pak existuje index i € {1,...,k}
tak, Ze f(x)|gi(z) v Tlx].

Véta 3 Kazdy polynom z T'|x| stupné alesponi 1 md za délitele alespori jeden
ireducibilni polynom z T[z].

Véta 4 Je-li T téleso, pak T|x] je Gaussiv obor integrity.

Poznamka 1 Clz|, R[z], Q|z]|, maji vlastnosti existence a jednoznacnosti
ireducibilniho rozkladu.

Véta 5 Plati nasledujici dvé tvrzeni:

1. Kazdy polynom z Clz] stupné n > 2 je reducibilni v C[z].

2. Libovolng polynom f(x) € Clz] stupné alespori 1 md v C|x] (kanonicky)
rozklad ve tvaru:

f@)=a(x—a)" ... (z—a,)*

kde a; # oy proVi # j, ki +ka+ ...+ ks =n, a € C.
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Vé&ta 6 Necht f(z) = ap2™ + ap_12™ ' + ... + a1z + ag je redlng polynom.
Je-li B = by +iby, by # 0, k-ndsobnym kofenem polynomu f(z), je zdrover
¢islo B k-nasobngm kofenem polynomu f(xz) (k> 1).

Véta 7 Kazdy polynom f(z) stupné n > 1 lze nad R zapsat v soucin ire-
ducibilnich prvku nasledovné:

fx)=a(z —a1)...(x — ) (@® + a1+ by) ... (2> + a,z + by)
kde a,a1,...,0.,a;,b; € R pro Vi € 1,...,s. Polynomy z* + a;x + b; pro

Vi €1,...,s maji za koreny dve cisla komplexné sdruzend, n = r + 2s.

Disledek 2 Jedinymi iredubicilnimi polynomy nad R jsou polynomy stupné
1 a ty polynomy stupné 2, které maji par komplexné sdruzengch korent. Je-
li stupen f(x) € R liché cislo, pak md polynom f(x) vidy alespori jeden
redlny koren. Obecné: Tento polynom md vZdy lichy pocet redlnych kovent,
je-li kaZdy pocitan ve své nadasobnosti.

Ireducibilni rozklady polynomi v Z[x]

Definice 1 Polynom f(z) € Z[x] ve tvaru:
f(.T) = anxn + an—lxn_l + ...+ a1x + Qg
kde f(z) # 0 se nazyvd primitivni polynom, pravé kdyZ NSD{ay,...,a,}=1.

V opacném pripadé budeme hovorit o neprimitivnim polynomu.

Piikladem primitivnich polynomt v Z[z] jsou polynomy: 3z* — 6z + 10x? —
2z — 4, 2% — 25 + 1, zatimco polynomy 3, 622 — 4z + 4 primitivni nejsou.

Lemma 1 Soucin dvou primitivnich polynomi ze Z[x| je opét primitivni
polynom.

Lemma 2 Kazdy nenulovy polynom f(x) € Q[x] lze vyjddiit ve tvaru:

f(z) = qfy(z) (1)
kde g € Q a f,(z) je primitivni polynom v Z|x].
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Lemma 3 Jsou-li f(x), g(x) € Z[z] primitivni polynomy, a,b € Z a af(x) =
by(x), pak a [l b a f(z) [ 9().

Vé&ta 8 Primitivni polynom f(x) € Z[x] , stupné alesori 1 je ireducibilni v
Z[z] , privé kdyz je ireducibilni v Q[z].

Poznamka 2 Vsechna prvocisla jsou ireducibilni polynomy stupné 0 v Z[z].
Vsechna raciondlni ¢isla jsou ireducibilni polynomy stupné 0 v Q|z].

V nenulové tridé asociovangch polynomi z Q[z] jsou prdvé 2 asociované a
primitivni polynomy z Z[x].

Véta 9 Z[z| je Gaussiv obor integrity.

Véta 10 (o existenci NSD koneéné mnoZiny polynomu ze Z[x]|) Necht
je ddano r polynomi fi(x), fa(x),..., fr(z), kde fi(x) = a;9;(x) a a; € Z a
gi(z) jsou primitivni polynomy v Z[z] pro Vi € 1,...,r. Necht d je nejuétsi
spolecny délitel cisel a; a D(z) je nejvétsi spolecény délitel polynomi g;(x)
jakozto polynomi z Q[z|. Pak D(x) miZeme volit tak, Ze to je primitivni poly-
nom ze Z[z] a dD(x) je nejuétsi spolecny délitel polynomi fi(x), fa(x),. .., fr(x)
v Z[x].

Poznamka 3 Veétu o existenci nejmensiho spolecného ndasobku bychom mohli
vyslovit ekvivaltné jako v pripadé NSD.

Poznamka 4 D(z) jakozto NSD v Q|x] je urcen jednoznacné az na ndsobek
= 3D(z) NSD v Q[z] takovy Ze D(x) je primitivni polynom v Z[z].

Véta 11 Eisensteinovo kritérium ireducibility. Necht f(x) je primi-
tivni polynom n-tého stupné ze Z[z| ve tvaru:

f(2) = anz" + an12" '+ .+ a1z + ag

a necht existuje prvocislo p tak, Ze soucasné plati:

1. p nedéli a,



2. pla;Vi=0,...,n—1

3. p? nedéli ag
Potom je polynom f(z) ireducibilni v Z[z] (i v Qlz]).
Véta 12 V Q[z] existuji ireducibilni polynomy libovolnijch stuprii.
Diskriminant

Definice 2 Diskriminantem n neurcitych 1, xs... T, rozumime polynom z I [z1,xs... T,]
ve tvaru:

Dy(z1,70..) = [[ (2 —=)? (2)
kde I je obor integrity popt. téleso.

Véta 13 Oznacme:

1 1 ... 1 1
x1 Z2 Tp-1 Ty
2 2 2 2
Vo(z1, 29 zy) = | 21 Ty e Ty Ty
-1 n—1 n—1 n—1
T ) Tp-1 Tp

(tzv. Vandermondiv determinant). Pak plati:

Dy (z1, To... ) = V2 (21, To... Tp)

Dusledek 3 Plati:

Pn—l Pn P2n—2

kde P, = Pz, 29...7,) =2, +2h+...+2%, i=1,...,2n—2, Pp=n
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Priklad 1 Spoctéte Do(x1, ).
Postup:

DZ(-TI; 1‘2) =

‘P" B = PP, — P?

P P

= 2(0’% — 20'2) — 0'% = 0'% — 40’2 = (372 — .T1)2

kde o1 a 09 jsou elementdrni symetricke polynomy dvou neurcitych.

Definice 3 Necht je din polynom f(x) € I[z] ve tvaru
f(@)=a 2™ +an 12"+ ...+ az+ag, ap#0, n>1

Necht o, ..., oy jsou kofeny tohoto polynomu. Diskriminantem polynomu
f(z) resp. diskriminantem algebraické rovnice f(x) = 0, budeme rozumét
vyraz a** 2D, (v, - - ., ap)

2 2
a3 Do (a1, an) = af — 4agay

Diskriminanty polynomi v zakladnim tvaru
f(x) = 2™ + ap_ 12"+ ... + ag.

2 2 3 3 2
Ds(aq, s, a3) = ajas + 18agaras — 4agay — 4ay — 27a;

1
Dy, g, a3, ) = 2—7[4(12a0 + a% — 3a1a3)3—

—(27a} — T2apas + 2a3 — 9a,aza3 + 27aga3)?]

Lemma 4 D,(a,...,a,) # 0, prdvé kdyZ md prislusnd algebraickd rovnice
vesmés jednoduché koreny.

Véta 14 Necht f(x) = an2+an_12™ ' +...+a1x+ag € R[z],a0 # 0,n > 1,
md vesmés jednoduché koteny. Pak jeji diskriminant je kladny (resp. zd-
porny), prdvé kdyZ je pocet pdrd komplezné sdruZengch kofeni polynomu
f(z) sudy (resp. lichy).



Binomické rovnice

Definice 4 Rowvnice tvaru
2" —z=0 (3)

kde z € C, z # 0, n > 0, n € N, se nazyvd binomickd rovnice. Kofeny
rovnice (3) budeme nazgvat n-té odmocniny z ¢isla z.

z=r(cosp+ising), r = p(cosT+ isinT)
S vyuZitim Moivreovy véty obdrZime
p"(cos(nt) + isin(nr)) = r(cos ¢ + isin p)

Pokud existuje n-ta odmocnina z cisla z, pak ma tvar nékterého z cisel:

2k 2k
/r(cos y + isin So—i_niﬂ) (4)

kde k=0,1,...,n — 1.

Poznamka 5 Rovnice (3) md tedy pouze jednoduché koteny, coZ plyne oka-

mzité z rovnice nx™ ' = 0, kterou ziskdme derivaci levé strany rovnice (3).

Symbolem /z tedy oznacujeme jedno z n Feseni.

Problém 1 Plati
oSz = Y120 7

Piiklad 2 Vypoctéte vsechny hodnoty symbolu /1.

Postup: 1 = cos0 + ¢sin 0, pak hledané n-té odmocniny jsou tato cisla

2km . . 2kw
COS —— + 7 SIn ——
n n
kde k =1,...,n. Oznacime-li
2r .. 27
€ =COS— —+1SIn —
n n



plati dle Moivreovy véty

k 2km . 2km
g =COS — + 181N ——
n n

nebo-li n-t€ odmocniny z c¢isla 1 mizZeme oznacit postupné

g€, ... "

kde €™ = 1.

Piiklad 3 Vypoctéte vSechny hodnoty symbolu /=,
kde z = r(cos ¢ + ising) # 0.

Postup:

z1 = |/r|(cos £ + isin %),

29 = |/r|(cos £227 + jsin ££27) =

| /7 |(cos £ + isin £)(cos 2 + isin 2F) = z¢,

3
23 = |€’/77|(coss"*;’ﬂ + isin %gﬂ) = 262,

Véta 15 Necht z je nenulové komplexni ¢islo. Necht 3/z oznacuje libovolnou
pevné zvolenou hodnotu tohoto symbolu. Potom vSechny n-t€ odmocniny z
¢isla z jsou dany cisly

/7,602,237, ... ,e" 1Yz, kde & = cos 2 + isin 2.

Definice 5 Binomickou rovnici ve tvaru
" —1=0 (5)

kde n > 1, budeme nazyvat rovnici pro déleni kruhu.
Problém 2 Naleznéte 3.,4. a 5. odmocniny z jedné.

Véta 16 Druhd odmocnina z komplexniho ¢isla a + ib, b # 0, md dvé hod-
noty, lisici se pouze znameéenkem a to

a) prob>0

+ \/% (a+¢m)+¢\/% (—a+ Va2 +1?)




b) prob <0

+

\/% (at vz 1 ) _ﬁ (cat VT P)

Hodnoty symboli odmocnin bereme vidy s kladnym znaménkem.
Diikaz. Necht je dano koplexni ¢islo a+bi, b # 0. Predpoklidejme, Ze existuji
redalnd cisla ¢ a d tak, Ze plati:

(c+id)* = a + bi.

Umocnénim této rovnice a porovndnim redlnych a imagindrnich ¢dsti dosta-
neme

A —d*=a,
2cd = b.
Upravou téchto rovnic ziskdme
&+ (—d?) = q,
bZ
2/ g2
—d?) = ——,
A(~d) = ==
kde c* a —d? jsou podle Vietovijch vztahi koveny kvadratické rovnice ve tvaru
b2
2
—ar — — =0.
z'—az -

Kofeny této rovnice jsou 19 = % (aj: Va2 + b2) . PonévadZ v, = ¢ > 0
plati

czzé(a-l—\/m),
&= (- VETE).

Odtud

c:j:\/% (a—i-\/a2+b2)

d:i\/% (cat VT )
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Problém 3 Necht f(z) = ap2™ + ap12™ '+ ...+ a1z + ap = 0, ag # 0 je
rovnice n-tého stupnée, n > 0.

a) Urcete substituci za x tak, aby dand rovnice po zavedeni této substituce
presla v rovnici n-tého stupné bez clenu s (n-1). mocninou.

b) Zavedte do dané rovnice substituci x = ¥, kde k je nenulovd redlnd
konstanta, a popiste, jakou vlastnost budou mit koreny ziskané rovnice
vzhledem ke kotrenum pivodni rovnice.

¢) Popiste totéz v pripade, Ze x = i

Algebraicka resitelnost algebraickych rovnic

Definice 6 Prvek x nazveme raciondlné vyjadritelny pomoci proki x1, xa, . .., Ty
z telesa T, prave kdyz lze x vyjadrit pomoci operaci +, —, .,: provadénych na
prvky x1,x9, ..., T.

Priklad 4 Prvekz = ”“;f—_x;”f& je raciondlné vyjadritelny pomoci proki x1, xs, T3

X
3
_ zl+‘1;2 z - 7 v 4 v o. 7 7 o
ale prvek y = Wz nent ractondlné vyjadritelny pomoci prvki x1, xs, Ts3.

Definice 7 Necht f(x) je nenulovy polynom nad télesem T stupné alespori
1. fekneme, Ze rovnice f(x) = 0 je algebraicky tesitelnd, prdvé kdyz existuje
konecna posloupnost binomickijch rovnic

ynl - bl = Oa
ynQ - bZ = Oa
: (6)
ynk - bk = Oa
takova, Ze
1) koeficienty i-té rovnice b;(i = 1,..., k) lze raciondlné vyjadiit pomoci

koeficienti polynomu f(x) a feseni predchdzejicich rovnic v (6)
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2) kazdé feSeni rovnice f(x) = 0 lze raciondlné vyjadiit pomoci koeficienti
polynomu f(x) a TeSeni rovnic (6)

Posloupnost binomickiyjch rovnic (6) budeme nazyjvat fetézem algebraické te-
Sitelnosti rovnice f(x) = 0.

Véta 17 KazZdad algebraicka rovnice stupné 2 je algebraicky resitelnd.

Véta 18 Kuadratickd rovnice s redlnymi koeficienty md

1) dva rizné redlné kofeny, je-li jeji diskriminant Dy > 0,
2) jeden dvojndsobny redlny koten, je-li Dy = 0,
3) par komplexné sdruzenijch kofeni, je-li Dy < 0.

Disledek 4 KazZda algebraicka rovnice 2n-tého stupné, n > 0 je algebraicky
resitelnd.

Véta 19 KaZdd algebraickd rovnice 3. stupné (kubickd rovnice) je algebraicky
resitelna

Dukaz. Necht tedy mame kubickou rovnici ve tvaru

2 + ayz? + a1z + ag = 0.

Zavedeme substituct x =y — %, pak zrejmé plati:

v +py+q=0, (7)
kde
321
Zavedeme dalsi substituci a to: y = u + v. Dosazenim do (7) dostaneme:

(u+v)° +plu+v) +q=21"+v° + g+ (Buv +p)(u+v) =0

=0 =0=>uv=—2

w
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tedy
3

uwv® = -, u? + v = —q.
27
To ale znamend, Ze u® a v? jsou koveny, kvadratické rovnice, kterd md tvar:
3
p
2 4+qz——==0.
27

Pro jeji koreny plati

_q, ¢ P _q
ATV LT 2T

z toho plyne:
U = Y2 V1 = /%2,
_ _ 2
Uy = £ 21 Vo = €& \3/22,
us = XYz V3 = €Y7
a zpetnym dosazenim do substituce dostavame:
yi=ur+n
Yo = ey + %) T =y — %, kdei=1,2,3.
2
Y = €Uy + €V

Sprdvné kombinace fesent u;, v; musi spliovat podminku u;v; = —p/3.

retézec algebraické rTesitelnosti je tedy tvoren ndsledujici posloupnosti bino-
mickych rovnic:

2 3

’U,2—b1:() kdeb1=%+’2’—7
w—2,=0
ud — 20 =0 kde z; a 2 jsou dany vztahem (8)

a

Definice 8 Necht je ddna kubickd rovnice y> + py + q = 0, pak jeji veseni
lze nalézt pomoci tzv. Cardanovych vzorci:

2

Dy = —4p® — 27¢% = (-108) (£ + &)

v = {/—4+ 55V=3Ds + {/—§ — 5V/=3D;

v2 = e\/~4 + v—3D; + £*{/—3 — £ /-3D;
ys =e2{/—4 + £v—=3D; +e{/—% — Lv—3D;,
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Véta 20 Kubickd rovnice s redlnymi koeficienty ve tvaru x> +pxr +q = 0
ma:

1) dvojndsobny koten, je-li D3 =0

2) vSechny koteny redlné, je-li Dy > 0

3) jeden koten redlny a dva komplezné sdruZené, je-li D3 < 0.

Véta 21 Necht diskriminant rovnice 3 + px + q = 0 s redlnymi koefici-
enty je kladny. Pak koTeny této rovnice vypocteme nasledugicim zpusobem.
Nalezneme 1esent goniometrickée rovnice

q | 27
cost = ——4|—=
2\ —p?

lezici v intervalu (0, 7). Hledané teSeni je pak ddno vztahy:

— _p t
T, =2 3 COS 3

— _Pp 27
Tg = 2¢/—35 COS =5

— _bp t+4m
T3 = 2 3 COS =5

kde druhd odmocnina z kladného cisla —% je kladné cislo.
Véta 22 KazZda algebraicka rovnice 4. stupné je algebraicky resitelna.

Dukaz. Necht tedy mame algebraickou rovnici 4. stupné ve tvaru
4 3 2 _
2"+ a3z’ +agz” + a1z +ag=0. 9)

Zavedeme substituci z = x — 9%, pak zfejmé plati:

ot +pat +qr4+r =0, (10)
kde 5 s
— g — 242 — 2203 O3
D =az 80'37 g=m 2 + 3
1 1 9 4
T =y — Zalag + Eaga?, — %a?).
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Provedeme substituct x = %(u—f—v—f-w) a dostaneme, Ze u?, v?, w? jsou kofeny

rovnice (kubické resolventy)

3+ 2pt2 + (p* —dr)t—¢* =0

s podminkou uvvw = —q. Oznacime-li koteny kubické resolventy ty,ts,t3 do-
staneme:
71 = 3 (Vi + V2 + Vi)
T = %(\/E \/t_Q \/t_3) R = Tj — % (11)
23 = 5(—vh + Vb — Vi)
vi =~V ~ VB + V)
O

Véta 23 Diskriminant rovnice (10) je roven diskriminantu jeji kubické re-
zolventy.

Vé&ta 24 Rovnice (9) md vicendsobny koten, pravée kdyz md vicendsobny ko-
fen kubickd rezolventa prislusnd k rovnici (10).

Véta 25 Necht rovnice (10), kde g # 0, je rovnice s redlnymi koeficienty s
D, # 0. Pak plati:

a) Je-li Dy < 0,pak rovnice (10) md dva redlné koteny a jeden pdr kom-
plexné sdruZengch koreni.

b) Je-li Dy > 0, p <0, p>—4r > 0, pak md rovnice (10) ¢tyri rizné redlné
koreny.

¢) Je-li Dy > 0 a podminky v b) nejsou splnény, pak md rovnice dva pdry
komplexné sdruzengjch koten.

Poznamka 6 Rowvnice 5. a vysSiho stupné nelze obecné algebraicky tesit.

Definice 9 Necht je ddin polynom f(x) n-tého stupné, n > 0, ve tvaru

f(@) = ap2™ + ap_12" ' + ...+ a1z + ag, kde a, # 0.
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Jestlize pro koeficienty polynomu f(z) plati ndsledujici vztahy:

ay = GQpn

ay = Q0ap-1
G2 = Qap—2
ar = QAp—fk,

kde k < %, pak f(x) nazveme reciprokym polynomem 1. druhu. Rovnici
f(z) = 0 budeme analogicky nazyvat reciprokou rovnici 1. druhu.

Lemma 5 Jestlize reciprokd rovnice 1. druhu md koren o, pak md rovnéz
koren L.
(07

Véta 26 Kazdy reciproky polynom f(x) 1. druhu lichého stupné n lze psdt
ve tvaru

f@)=(z+1)g(z)
kde polynom g(x) je reciproky polynom 1. druhu sudého stupné (n —1).

Tudiz se omezime na polynomy sudého stupné.
f(x) = ax®™ + a;2®™ + ...+ @z +ap=0

f(z) = (a0$2m + ag) + (alem—l +az)+...=0

1 1
a0($m+x—m)+a1($m_1+ )++am71($+5)+am:0

1 1 1
y=x+—, pak y*—-2=2"+—, P -3y=2>+—,...
x x? x3

mmfl

boym+b1ym71++bm:0 = Yiy---yYm
2’ —yr+1=0,kdei=1,...,m = z1,...,%om

Definice 10 Polynom f(x) nazveme reciprokym polynomem 2. druhu, jestlize
pro jeho koeficienty plati:

ag = —ap

a1 = —0p-1
G2 = —Qp—2
Qg = —0p—k



Rovnici f(z) = 0 pak nazveme reciprokou rovnici 2. druhu.
Poznamka 7 Lemma 5 plati i pro reciproké polynomy 2. druhu.

Véta 27 Kazdy reciproky polynom f(x) 2. druhu lze psat ve tvaru

flx) = (z —1)g(z)

kde polynom g(x) je reciproky polynom 1. druhu.

Problém 4 Ukazte v jakém pripad€ je algebraicky resitelnd rovnice ve tvaru:
az™ + a1 z™™ V4 a, 2™ +a, =0,

kdem>0,n>1 aay#0.
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Interpolac¢ni polynomy

Zg, X1, -, Ty jsou komplexni ¢isla
Yo, Y1, - - - » Yn, jSOU komplexni ¢isla
Hledejme polynom f tak, aby f(zo) = vo, f(z1) = y1,-- -, [(Zn) = Y-

Lagrangetv interpola¢ni polynom:

(x —z1)(x —23) ... (x — )
/(@) yo(xo —x1)(Tg — ®2) ... (T — Ty) *
(x —zo)(x —23) ... (T — )
@1 — z0) (21 — 22) - .. (71 — T)
(x —zo)(x —21) ... (T — Tp_1)
"(p — 10) (@ — 1) - (T — Ty 1)

4+ ...+

Newtonuv interpola¢ni polynom:

f(z) = ao+ar(x— o) + as(x —zo)(x — 1) + ...+

+ an(x—xzo)(x — 1) ... (T — Tp_1)

Postupnym dosazovanim xzg, z1, ..., %, vypotteme ag, a1, ..., dy.
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Faktorizace polynomu - Kroneckertiv algoritmus

Algoritmus na uréeni reducibility ¢i ireducibility polynomu f(z) ze Z[x].

1. P¥i hledani event. délitele g(z) € Z|z] polynomu f(z) se miizeme omezit
na ty polynomy, jejichZ stupen je mensi nebo roven celé ¢asti ¢isla n/2.

2. Vypoc¢teme s + 1 funkénich hodnot polynomu f(z). V ilustraénich pfi-
kladech budeme volit x = 0,1, ..., s. Ziskdme celociselné funkéni hodnoty
£0), £(1), . £(5).

3. Ma-li délit g(z) polynom f(z), musi funkéni hodnota ¢(0) délit f(0), g(1)
délit f(1),...,g(s) délit f(s). Utvoime tedy mnoziny Dy, ..., Ds@s) vSech
celodiselnych délitelu ¢isel f(0), f(1),.., f(s). (Kdyby f(k) = 0 pro nékteré
k=0,1,...,s bylo by ¢islo k£ kofenem polynomu f(z) a f(x) =z — k by byl
kofenovy ¢initel, ¢imz by byla naSe tiloha vyfeSena.) Miizeme proto predpo-
kladat, Ze f(k) # 0 pro vSechna k = 0,1,...,s a mnoziny Dy jsou tudiz
konecné a neprazdné.

4. Pro kazdou s+1 -tici ¢isel g(0) € Dy, g(1) € Dy(y, ..., 9(5) € Dy(s) nalez-
neme takovy polynom g¢(z), ktery nabyva v bodech x = 0,1, ..., s pfedepsa-
nych hodnot ¢(0), g(1), ..., g(s). (Pomoci napt. Newtonova nebo Lagrangeova
polynomu.)

5. Je=li g(x) vskutku polynom s celoéiselnymi koeficienty,1 < st g(z)
s, pak otestujeme, zda v oboru integrity Z[x] polynom g(z) déli f(x).
kladném piipadé jsme tlohu vyftesili a ziskali jsme rozklad tvaru f(z)
g9(x).h(z), g(z) € Z|z|,h(x) € Z[z], st g(z) > 0, st h(z) > 0;,jinak se vratime
k bodu 4 a cely postup opakujeme pro dalsi s+ 1 -tici az do té doby, kdy jsou
vSechny tyto s 4+ 1 -tice vyCerpany. Poté miizeme konstatovat, Zze polynom
f(x) je ireducibilni v Z[z].

I <<IA
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Numerické reseni rovnic

Neékteré vlastnosti redlnych kofent

Véta 28 Vsechny redlné koreny algebraické rovnice stupné alespon 1
2+ ap 12" P+ =0
s redlnymi koeficienty lezi v intervalu (—A—1, A+1), kde A = max |ag|, |a1|, ..., |an_1|.

Véta 29 Mezi dvéma riznymi koteny algebraické rovnice f(x) = 0 s redl-
nymi koeficienty lezi nejméné jeden koren rovnice f'(x) = 0.

Véta 30 Je-li a < b a plati-li pro funkéni hodnoty f(a), f(b) polynomu s
redlngmi koeficienty f(x) vztah f(a)f(b) > 0, pak md rovnice f(z) = 0 v
intervale (a,b) sudy pocet kofeni (nebo Zidny koten). Plati-li f(a)f(b) <0,
pak md rovnice f(x) = 0 v intervale (a,b) lichy pocet kofeni.

Separace redlnych kofent

Véta 31 Necht a < b a pro funkéni hodnoty f(a), f(b) polynomu s redlngmi
koeficienty f(x) plati vztah f(a)f(b) < 0. Jestlize derivace f'(x) neméni v
intervale (a,b) znaménko, pak md rovnice f(x) = 0 v intervale (a,b) prdavé
jeden redalny koren.
Véta 32 Pocet kladnych korent rovnice

™ + Oy P+ F+ag=0, a,#0,n>1
s redlngmi koeficienty je stejné parity jako pocet znaménkovych zmén v této
TOUNICI.
Véta 33 (Descartesova) Rovnice

™ + 12" '+ . +ag=0, a,#0,n>1

s redlngmi koeficienty md stejne kladnijch koteni jako znaménkouviych zmén,
nebo o sudy pocet mene.
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Metody aproximace redlnych korenti

Newtonova metoda Abychom fFesili rovnici f(z) = 0, kde f(z) je mnoho-
¢len nebo obecnéji funkce, kterd ma derivaci v kazdém bodé néjakého inter-
valu (nebo komplexni oblasti), v némz hleddme kofeny, utvofime p¥i daném
¢islu xg posloupnost ¢isel x1, 9, ... podle rekurentniho vzorce

f(zx)

Tt = Tk f'(xe)

Je-1i éislo zq dosti blizké nékterému koteni rovnice f(x) = 0, konverguji ¢isla
xk k tomuto kofeni. Pro jednoduchy koren je tato konvergence velmi rychla
(s kazdym krokem se pocet spravnych ¢islic prakticky zdvojnasobi). Zde &isla
xo, Z1, ... mohou byt i komplexni (a k neredlnému kofeni nemtize konvergovat
posloupnost s redlnym 1z, je-li f(x) redlna funkce). V realném oboru ma
Newtonova metoda jednoduchy geometricky vyznam:

y
y=f(x)

[in f (Xk) ]

[Xirs F(Xas)]

Vedeme-li v bodé [z, f(xr)] te¢nu ke kiivce y = f(x) je g1 prvni soufadnice
priise¢iku teény s osou z. JestliZe v néjakém intervalu (a,b) maji derivace
f'(x) a f"(z) stalé znaménko a plati-li f(a)f(b) < 0, pak Newtonova metoda
s po¢ateénim ¢islem xy = a resp. xy = b (podle toho, zda f(a) resp. f(b) ma
totéz znaménko jako f”(z)), konverguje k nékterému kofenu dané rovnice v
(a,b).
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Metoda regula falsi Touto metodou lze fesit rovnici f(z) =0 (f(z) je re-
alné spojita v néjakém intervalu I), jestlize zndme dvé ¢isla 2 a 1 (z tohoto
intervalu I), pro néz f(zo) a f(x;) maji opacné znaménka, tj. f(xo)f(z1) < 0.
Potom si totiz vypoc¢teme postupné ¢isla xo, x3, ... takto: PoloZime

L — zof(71) — 21 f(70)
’ f(x1) — f(z0)

Je-li f(z2) = 0, jsme hotovi. Je-li f(xs) # 0, je bud f(zo), nebo f(x1)
opa¢ného znaménka nez f(xs), takZe s xy a x2 nebo s x; a xs vypocitdme
analogicky x3. Déle zase pomoci x3 a jednoho z ¢isel z5 a predtim vybraného
¢isla z xy a 1 vypocteme x4 atd. Posloupnost ¢isel xg, x1, 2o, ... takto utvo-
fend vzdy konverguje, zpravidla vSak dosti pomalu. Geometricky vyznam
této metody je nasledujici:

y
y=f(x)
o 0
[X2, f(X)]
0 X
/[X1’ f(X1)]

¢islo x9 je prvni souradnici priseciku osy x s primkou spojujici dva body
kiivky y = f(z) o (prvnich) soufadnicich zy a ;.

Iteraéni metoda PiSme rovnici f(z) = 0 v néjakém ekvivalentnim tvaru
fi(z) = fa(z)

funkci fi(z) pfitom volime tak, aby rovnici fi(xz) = ¢ bylo moZno snadno
feSit. (napf. linearni, tvaru z™ apod.) Potom miZeme k poc¢ateéni hodnoté
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xg sestrojit rekurentné posloupnost ¢isel z1, xo, ... tak, Ze 1 vypocteme z
rovnice

Ji(@ky1) = folmg)

Konverguje-1i posloupnost z1, g, ... k limité€ z a jsou-li funkce fi(x) a fo(z) v
z spojité, je z koren ptvodni rovnice. Maji-li funkce fi(z) a fo(x) v néjakém
okoli kotfene z prvni derivace, pro néz v tomto okoli plati

(@) > |f2()]

pak uvedend posloupnost konverguje k z, jakmile x4 je dostatec¢né blizko k z.
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