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Chapter 1

Zpracovani statistického materialu

1.1 RozloZeni Cetnosti a jejich znazornéni

Definice 1.1 M¢éjme soubor dat o rozsahun: x4, . ..,x,. Necht a je minimdlni
hodnota (popt. infimum) , b je mazimdlni hodnota (popr. suprémum), tj.

Imin = Ay, Tmax = b.
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1. Interval < a,b > nazyvame variacnim oborem
2. Rozdil = b — a nazyvame variacnim rozpétim.

3. Variacni obor < a,b > rozkladdme na mensi ¢asti, nazyvané t¥idy (popr.
tridni intervaly).

4. Sitkou (délkou) h tridy prislusného tridniho intervalu < a,b > nazjvdme
¢islo h = by, — ai.. Cislo % (ar + bi. ) nazyvdme stiedem tridy, c¢islo aj dolni
hranict uvazZované tridy, cislo by horni hranici uvazZované tridy.

5. Hodnotu x;, argumentu X, ktera je zpravidla ddna stredem k-té tridy a zas-
tupuje vSechny hodnoty patrici do této tridy, nazyvame tFidnim znakem
k-té tridy.

P1i rozkladu varia¢niho oboru < a, b > v tfidy budeme dbat zpravidla téchto zasad:

1. Obsahuje-li soubor jen maly pocet rtiznych hodnot, volime kazdou hodnotu zy
za samostatnou tridu. Pokud statisticky soubor mé znacné velky pocet riiznych
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hodnot z; (popf. je jich nekoneéné mnoho), sdruzujeme hodnoty argumentu v
tridy. Pritom Sirky tiid volime obvykle stejné velké. Pro vypocet sitky h lze
pouzit piiblizného vzorce h = 5+ (b — a).

P1i volbé poctu tiidnich intervali se doporucuje, aby jich bylo 8 az 20. Zalezi
na rozsahu souboru a tucelu statistické tabulky. Pocet k tfidnich intervalil
volime napt. k & 3,3log(n) nebo k = y/n. Dvé& pozorovani povazujeme za

ekvivalentni, jakmile padnou do téhoz t¥idniho intervalu.

2. JestliZze na hranici dvou sousednich tfid padne vice hodnot argumentu, zarazu-
jeme polovinu z nich do nizsi tfidy a druhou polovinu do tiidy vyssi. Zbyla-li
jesté jedna hodnota (toto odpovida lichému poc¢tu hodnot leZicich na hranic),
rozhodneme o jeji prislusnosti k dané t¥idé losem. Neni vhodné zarazovat
stereotypné takové hraniéni hodnoty vzdy do vySSi, popt. nizsi tiidy, nebot by
se tim mohl zkreslit celkovy obraz rozlozeni uvazovaného souboru ve prospéch
vyssich, popt. nizsich trid.

4. Vyskytuje-li se v hrani¢nich tiidach velmi méalo hodnot ;| je vhodné tyto tridy
spojit se sousedni tfidou v t¥idu jedinou.
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Definice 1.2 Druhy cetnosti:

1. Pocet proku souboru patricich do k-t€ tridy nazgvame absolutni ¢etnosti
argumentu v k-té tridé nebo absolutni tridni cetnosti (strucné cetnosti)
k-te tridy. Znacime f;.

2. Jeli f. absolutni tridni cetnost k-t€ tridy, n rozsah uvazZovaného souboru,
potom

a) % nazyvame relativni Cetnosti k-te tridy,
b) 100 % nazyvame procentni relativni cetnosti k-té tridy.

3. Kumulativni (souctovou) absolutni Cetnosti f; k-t€ tridy nazyvdme
soucet vSech cetnosti fi. aZ do k-te tridy vcetne, tj.

k
Fe=>fi
j=1



CHAPTER 1. ZPRACOVANI STATISTICKEHO MATERIALU 5

4. Kumulativni relativni ¢etnosti R k-t€ tridy nazgvame soucet
k fOF
Ry=Y “=2£

Poznamka 1.1 Pro cetnosti plati nékteré vlastnosti (wvaZujeme statisticky
soubor rozsahu n, ktery je rozdeélen do r trid )

1. .
2 fi=m
k=1
2.
F.=n
3.



CHAPTER 1. ZPRACOVANI STATISTICKEHO MATERIALU 6

Definice 1.3 Tabulkou rozlozeni cetnosti dancého statistického souboru
nazyvame tabulku, v niz jsou uvedeny hodnoty s prislusnymai absolutnims, popr.
relativnimi cetnostma.

Priklad 1.1 Na telefonni stanici zaznamendvali pocet telefonnich viyjzev za
dobu 1 min. Behem jedné hodiny bylo v urcité denni dobé dosazZeno téchto
vysledki (v kaZdém Tddku jsou hodnoty ziskané béhem 10 minut):

3,2,2,3,1,1,0,4,2,1
1,4,0,1,2,3,1,2,5,2
3,0,2,4,1,2,3,0,1,2
1,3,1,2,0,7,3,2,1,1
4,0,0,1,4,2,3,2,1,3
2,2,5,1,4,0,2,1,1,5.

Sestavte tabulku rozlozeni daného statistického souboru.
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Pocet telefonnich
vyzev za 1 min | Absolutni ¢etnost | Relativni ¢etnost

0 8 0.133
1 17 0.283
2 16 0.266
3 10 0.166
4 6 0,1
5 2 0,033
7 1 0,016

Celkem 60 1

Table 1.1: Tabulka rozloZeni ¢éetnosti

Argument statistického souboru predstavuje nahodnou velicinu X. Ze zakona
velkych cisel plyne, Ze relativni ¢etnost % udava (pfiblizné) pravdépodobnost, Ze
X padne do k-té t¥idy, takze plati pr = Play < X < by) =~ %, pricemz interval
(aj, by je k-tou tiidou.

Definice 1.4 Typy zndzornéni absolutnich ci relativnich cetnosti:

1. Histogram rozloZeni absolutnich (relativnich) cetnosti sestavime tak, Ze na
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osu T vyneseme stredy jednotlivych trid a nad kaZdou useckou zobrazujict
urcitou tridu (Sitky h) sestrojime pravouhelnik s vyskou rovnou prislusné
%. Horni obraz pravouhel-
nika predstavuje histogram rozloZenti cetnosti. Histogram relativnich cet-

nosti aprorimuje hustotu rozdéleni nahodné veliciny X .

absolutnt cetnosti fi., popr. relativni cetnosti

2. Useckovy diagram (nebo graf) rozlozeni absolutnich (relativnich) cetnosti
dostaneme, jestlize na ose x zobrazime stredy jednotlivych trid a v kaZdém
z nich sestrojime ve smeéru osy y usecku o délce rovne prislusné absolutni
cetnosti fi., popr. relativni cetnosti i

Z.
3. Polygon rozloZeni cetnosti (spojnicovy diagram) dostaneme, jestlize kon-
cové body useckoveého diagramu rozloZeni cetnosti spojime useckami a

vytvorime tak lomenou caru, ktera pak predstavuje hledany polygon neboli
spojnicovy diagram.

4. Graf, polygon nebo histogram kumulativnich cetnosti dostaneme analogicky
jako v bodech 1,2 a 3.
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5. Ogivni kiivku (strucné ogivu) dostaneme, sestrojime-li polygon kumu-
lativnich relativnich cetnosti. Ogiva aprorimuje graf distribucni funkce
uvazZovan€ nahodné veliciny X.

6 8

Figure 1.1: Histogram a ogiva dat z Prikladu 1.1

1.2 Charakteristiky polohy

Definice 1.5 Necht je dan statisticky soubor o hodnotdach x1,xo, ..., x,, které
jgsou popr. roztridény do r trid, pricemZ f znaci absolutni cetnost k-te tridy.
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1. Aritmeticky pramér X je definovdn vztahy
R 1 <

2. Geometricky prumér X, je definovdn vztahem

Xg:{L/.CClmeQ'...'iCl

3. Harmonicky primér X, je definovdn vztahy

1 e 1 1<
X, = — A=— — = — —.
h A’kde n;xk nzxz

1=1

10

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Ve vztazich 1.1, 1.3 jsou uvedeny dva tvary. Prvni tvar odpovida souboru neroztiidéné

a druhy tvar roztiidénému.

Véta 1.1
X, <X, <X.
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Necht je dan statisticky soubor o hodnotach 1, xs, ..., x,. Setfidime-li hodnoty
podle velikosti dostaneme tzv. setiidény statisticky soubor

kde X (1) oznacuje nejmensi hodnotu, X9 oznacuje druhou nejmensi hodnotu, ...
Obecné X ;) oznacuje i-tou poradovou hodnotu.

Definice 1.6 Median je urcen dvéma zpusoby, v zdavislosti na poctu prvki
statistického souboru. V pripadé lichého poctu hodnot vezmeme za medidn T
prostredni hodnotu

7= [y
Pokud X ma sudy pocet hodnot, vezmeme za median T aritmeticky prumeér
prostrednich dvou hodnot

() A e
2

T =
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Median je specialnim pripadem vybérového kvantilu. Vybérovym kvantilem nazyvam
hodnotu zvolenou tak, ze pozorovani, ktera jsou mensi nez tato hodnota, tvori
predepsany dil vybéru (napt. 25% vybérovy kvantil se nazyva dolni vybérovy
kvartil, 50% vybérovy kvantil je medidn a 75% vybérovy kvantil se nazyva horni
vybérovy kvartil).

Definice 1.7 Necht argument statistického souboru miZe nabiyvat pouze konecn
mnoha hodnot. Pak Modus je hodnota argumentu s nejvetsi absolutni cet-
nosti. Modus nemust byt urcen jednoznacneé.

Priklad 1.2 UvazZujme nasledujici hypoteticky priklad. Ve firmé F existuji
4 platové tridy, s platy uvedenymi v nasledujici tabulce. Pocet zaméstnanci
uddvd, kolik zaméstnanci je v dane platové tride.

Spoctéme nékteré charakteristiky polohy. Aritmeticky primér X = 13500,
geometricky prumer 79 — 12381.3, harmonicky primér X, = 11726.6. JelikoZ
mdame 44 hodnot, bude median prumeéer 22. a 23. poradoveé hodnoty, tedy
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trida zalazeni plat v K¢ | pocet zaméstnanci
1. | vykonna sila | 10.000 30
2. mistr 16.000 10
3. nameéstek 28.000 3
4. reditel 50.000 1

Table 1.2: Tabulka cetnosti pfijmu zaméstnanct ve firmé F.

x = 10.000. Dolni vybérovy kvartil bude prumér 11. a 12. poradové hodnoty,
tj. 10.000 a hornt vybérovy kvartil je 16.000.

Kazda charakteristika polohy nam dava jen parcidlni informaci o statistickém

souboru, zatimco grafy rozloZent cetnosti nam davaji uplnou informact o stati-
stickém souboru.

1.3 Charakteristiky variability

Definice 1.8 Charakteristiky variability:
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1. Rozptylem (disperzi) statického souboru s rozsahem n nazyjvdme arit-
meticky primér kvadratickijch odchylek (x, — X)? hodnot argumentu X od
aritmetického primeéru X

» 1 co L )2
== (1 — X)) = - > il — X)2, (1.4)
i=1

n
k=1

Rozptyl wvedeny ve vzorci 1.4 rozptyl nahodné veliciny podhodnucuje, proto
se k vypoctu rozptylu castéji pouziva vzorce:

n

SQ:ni12<x’€_)_{>2:ni1zfi($i_)_()2’ (15)
k=1 i=1

2. Smérodatnou odchylkou nazyvame

V2 =5>0. (1.6)
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3. Primérnou odchylkou d nazjvdme aritmeticky primér absolutnich hod-
not odchylek od aritmetického priméru X, tj.

.1 & _ 1 — _
dzEZ]xk—X\:EZfi]xi—X]. (1.7)
k=1 i=1
4. Variaéni koeficient v statistického souboru je definovan jako
S
S— 1.8
v=2 (15)

Poznamka 1.2 Rozptyl je definovdn vzorcem 1.4, pro jeho vypocet se vsak
castéjr pouzivd vzorce

=13 @) - X =Y fa? - X2 (1.9)

nebo

R _ 1 _
S2 = (22) — Xzz—Zfixf—nn X2, (1.10)
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Poznamka 1.3 Hodnoty statistickeho souboru jsou realizace néjaké ndhodné
veli¢iny. Napt. Pocet telefonnich hovori na ustredné za 1 minutu (viz. Prik-
lad 1.1) je mahodnd velicina, kterd md Poissonovo rozdéleni X ~ Po(\).
Vsechny charakteristiky polohy aprorimuji stredni hodnotu ndhodné veliciny
EX = A. Podobné rozptyl statistického souboru aproximuje rozptyl nahodné
veliciny VarX = .



Chapter 2
Nahodny vybér

Rozdéleni nahodnych vybéra podle zpusobu provedeni

a) Prosty nahodny vgbér s vracenim (neboli s opakovdnim) je takovy vybér, pti
némz se kazdy prvek zakladniho souboru vrati po vybrani zpét do souboru a
dalsi prvek se vybira opét z celého zakladniho souboru.

b) Prosty nahodng vijbér bez vrdacent je takovy vybér, pii némz se vybrany prvek

17
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nevraci zpét do zakladniho souboru.

c) Oblastni (stratifikovany) vybér spo¢iva v tom, Ze zakladni vybér rozdélime na
stejnorodé disjunktni ¢asti a v kazdé z nich pak provedeme nahodny vybeér.
Musime ovsem predpokladat, Ze o zakladnim souboru mame dostatecéné infor-
mace umoznujici spravnou volbu jednotlivych oblasti.

d) Systematicky (mechanicky) nahodny vybér spociva v tom, Ze prvky zéklad-
niho statistického souboru seradime do urcitého poradi, z prvnich k& prvka
souboru (N > kn, kde N je rozsah zakladniho, n je rozsah vybéru) vybereme
nahodné jeden prvek a od n€ho pocinaje vybereme kazdy k-ty, 2k-ty...prvek.

Rozdéleni nahodnych vybéra podle rozsahu

a) Maly nahodny vybér - rozsah vybéru n < 30.
b) Velky ndhodny vybér - rozsah vybéru n > 30.

Budeme uvazovat pouze prosty nahodny vybér s vracenim. Ve spojitosti s teorii
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pravdépodobnosti, budeme o prostém nadhodném vybéru uvazovat nasledovné.

Definice 2.1 Necht Z je statisticki soubor, jehoZ argument predstavuje nahod-
nou velicinu X. Nahodnym vybérem 2z rozdéleni ndhodné wveliciny X,
budeme nazyvat posloupnost n nezavislych realizact pokusu, danou nahodnymi
velicinami X1, Xo, ..., X, které maji totéz rozdéleni jako ndahodnd velicina
X a jsou sdruzené nezdvislé. (Nebo-li ndhodnym vgbérem nazyvime takovy
vyber, ktery poskytuje kazdéemu proku zdakladniho statistického souboru stejnou
a nezdvislou pravdépodobnost , Ze bude zahrnut do vybéru.)

Definice 2.2 Charakteristiky zdkladniho souboru Z (ndhodné veliciny X ) buden
nazyvat teoretickymi. Charakteristiky ziskan€ z empirického vybéru budeme
nazyvat empirickymi (vybérovymi).

Piiklad 2.1 Statisticky soubor predstavuji vsichni muzi Ceské republiky. Ar-
gumentem je jejich vék. Ndhodnd velicina X wurcuje vék nahodného muze
z Ceské republiky. Pro urceni charakteristik ndhodné veliciny X provedeme
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nahodny vybér o rozsahu n. Vék kazZdého vybraného muZe je jednou realizact
nahodné veliciny X . Vysledné empirickeé charakteristiky pak odhaduji teoret-
ické charakteristiky.

Priklad 2.2 (viz. Priklad 1.1) X je ndhodnd veli¢ina uddvajici pocet telefon-
nich vyzev za dobu 1 minuty. Byl proveden nahodny vybeér z rozdeleni X, jehoZ
vysledky jsou zaznamendny v Prikladu 1.1. Predpoklddejme, Ze X ~ Po(\).
Urcime empirickou stredni hodnotu napr. aritmetickym primérem X = 2.
Urcime empiricky rozptyl napr. podle vzorce 1.5 S* = 2.1356. Z teorie
pravdépodobnosti vime, ZelEX = \ = VarX pro Poissonova rozdéleni. PoloZme
si otdzku, zda empirickd data prokazuji uvodni hypotézu (X ~ Po()\)). Tyto
otdzky a mnohé dalsi resi matematickd statistika, kterou se budeme zabyvat
v nasledujicich kapitolach. Zatim pouze poloZme teoretickou stredni hodnotu
EX = 2, neboli A = 2 a napisme si prislusné pravdépodobnosti P X = k| pro
kE=0,1,2,.... 7 a porovnejme je s prislusnymi relativnimi cetnostmi. Z tab-
ulky je vidéet, Ze teoretické pravdépodobnosti se chovaji podobné jako relativni
cetnosti, ale jestli staci tato podobnost na prohldsent, Ze X ~ Po(2) zatim tict
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k | P[X = k] | Relativni ¢etnost pro k vyzev za jednu minutu
0 0.135 0.133

1 0.271 0.283

2 0.271 0.266

3 0.180 0.166

4 0.090 0,1

5 0.36 0,033

6 0.012 0

7 0.003 0,016

Table 2.1: Porovnani teoretickych pravdépodobnosti s relativnimi ¢etnostmi.

nemuzeme.

Definice 2.3 Necht X4, ..., X, je nahodny viybér z rozdélent, které ma stredni
hodnotu 11 a konecny rozptyl 0. Zavedme veliciny

X:EZXZ', S2:nilz(Xi_X)27
i=1 i=1

S

kde X je vybérovy pramér a S° je vybérovy rozptyl.
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Véta 2.1
o2

EX = p, VarX = —, ES? = o2
n

Véta 2.2 Silny zakon velkych cisel
X = skoro jist.

Konvergence skoro jisté znamend, Ze existuje pouze mnozina (A C €2) pravdépodob-
nosti 0 (P(A)=0), pro kterou vyraz nekonverguje.

Véta 2.3 Nahodny vybér z normalniho rozdéleni Necht Xi,...,X, je
ndhodny vybér z N(u,0?), kde 0® > 0. Pak plati ndsledujici tvrzent:

° X ~ N(:“? 7)

o Je-lin>2, pak (n—1)S%/0? ~ x2_,.

o Je-lin>2, pak X a S? jsou nezdvislé.

o Je-lin > 2, pak %\/ﬁ ~ty_1.
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Odhady parametru

Rozlisujeme dva druhy odhadi

e Bodové odhady

e Intervalové odhady neboli intervaly spolehlivosti

Bodové odhady stifedni hodnoty a rozptylu: Véta 2.1 nam 1ika, ze
X je nestranny odhad stfedni hodnoty p (EX = pu),

23
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S? je nestranny odhad o2,
Odhad intervalovy

(koeficient spolehlivosti) ¢ = 1 — a. « se nejcastéji voli 0.05, 0.01 nebo ve
vyjimecnych pripadech, kdy potfebujeme mit zarucenou velkou jistotu, 0.001.

Definice 3.1 Jsou-li By, By takové statistiky prislusné parametru 8 zdklad-
niho souboru, Ze pro ¢islo o € (0,1) plati

P(BlgﬁgBQ)zl_(%

pak interval |Bi, Bs] nazyvdme konfidenénim intervalem pro parametr (3
o spolehlivosti 1 — a.. Pouzivd se také ndzvu interval 100(1 — «) - procentni
spolehlivostt pro parametr 3 nebo nazvu konfidencéni interval pro parametr 8
se 100(1 — «v) - procentni spolehlivosti.
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3.1 Intervalové odhady pro parametry normalniho rozdéleni

Méjme X7, ..., X, ndhodny vibér z N(u, 0%), parametr o> > 0 nenf zndm. Potom
podle Véty 2.3 plati

X

— 4
n e~ t, 1,

tudiz podle definice kritické hodnoty studentova rozdéleni je

P [tnl(oz/2) < X; Bom <ty (1 - 04/2)] =1-aq,

preusporadanim dostaneme oboustranny intervalovy odhad pro stfedni hodnotu p
normalniho rozdéleni o spolehlivosti 1 — «

[X (1 - 04/2)%, X +tp (1 04/2)%] . (3.1)

Intervalovy odhad pro rozptyl o2 dostaneme obdobné.

(n—1)S%/0* ~ xy_1.
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o 5 o
P [X%—l (5) <(n-— 1)52/02 < Xn—1 (1 - 5)} =1l-a
pieusporadéanim dostaneme oboustranny intervalovy odhad pro rozptyl o normél-

niho rozdéleni o spolehlivosti 1 —

[ S* n—1) S*n-— 1)] | 32)

)
X1 (1 - %)’ Xiio1 (%)

3.2 Intervalovy odhad strfedni hodnoty pomoci CLV

V pripadé, ze nahodné veli¢iny nemaji normalni rozdéleni, nemiizeme pouzit pred-
chozi odhady. Je-li vSak ndhodnych veli¢in vétsi pocet, mizeme pak vyuzit Cen-
tralni limitni véty, ktera rika, Ze soucet vétsiho poctu nahodnych veli¢in se chova
jako normalni rozdéleni. Pro pouziti aproximace pomoci CLV se obvykle doporucuje
rozsah nahodného vybéru n > 20.

Méjme Xy, ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni s konecnou stiedni hodnotou u a
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kone¢nym rozptylem o2. Potom podle Centralni limitni véty mé
X —p
S

asymptoticky normované normalni rozdéleni. Podle definice kritické hodnoty nor-

VI —psee @ ~ N(0,1)

movaného normalniho rozdéleni je

Plaun-H <X tvicu-9)-1-q

preusporadanim dostaneme oboustranny intervalovy odhad pro stfedni hodnotu u
o spolehlivosti 1 — «

X +u(l—=)—

. . (3.3)

[X—u(l - %)

e



Chapter 4

Parametrické testy

Hypotézy: Hy (nulovéa) proti alternativni Hj.

Predpokladejme, Ze rozdéleni nahodné veli¢iny zavisi na parametru . O parametru
6 se domnivame, ze by mohl byt roven danému ¢islu 6y. V tomto pripadé nulovou
hypotézu zapisujeme ve tvaru Hy : 6 = 6y. Alternativni hypotéza H1 muze byt
bud ve tvaru Hy : 0 # 6y, nebo Hy : 0 > 0y, popt. Hy : 0 # 6y. V prvnim

piipadé se jedné o oboustrannou hypotézu, ve druhém o jednostrannou (presnéji

28
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pravostrannou, popt. levostrannou).

29
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P1i svém rozhodnuti o platnosti H; ¢i Hy se miizeme dopustit jedné ze dvou chyb.
Stane-li se, Ze zamitneme H, ackoli je spravna, udélame tzv. chybu prvniho druhu.
Stane-li se, Ze nezamitneme H, ackoli spravna neni, udélame tzv. chybu druhého
druhu. PTi testovani samoziejmé pozadujeme, aby pravdépodobnosti obou chyb
byly co mozna nejmensi.

P11 rozhodovani o spravnosti té ¢i oné hypotézy se opirame o tak zvanou testovaci
statistiku T'. Testovaci statistika je predem dany funkcéni predpis zavisejici na
néjakém nahodném vybéru Xy, Xo, ...., X,,, z uréitého rozdéeleni. Hodnoty statistiky
T mohou lezet v jedné ze dvou disjunktnich mnozin, a to bud v kritickém oboru W
(obor zamitnuti hypotézy Hy) nebo v oboru ptijeti V' (obor nezamitnuti hypotézy
Hy). Jak uz bylo fefeno mizeme se pri testovani dopustit jedné ze dvou chyb,
pricemz se obvykle trva jen na pozadavku, aby pravdépodobnost chyby prvniho
druhu byla rovna «, kde « je néjaké dané ¢islo z intervalu (0,1). V praxi se nejcastéji
voli o = 0.05 nebo a = 0.01 a ¢islu « se 1ika hladina testu.
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Poznamka 4.1 V soucasné dobé uddvd bézny statisticky software (Statistica,
S+, SAS, ale i Fxcel) dosaZenou hladinu (v anglicky psané literature uddvané
pod ndzvem P-value, significance value). Je to nejmensi hladina testu, pri
které bychom jeste hypotézu Hy zamitli. TudiZ zvolime-li o = 0.05 a P-value
vyjde mensi nez 0.05 (nebo rovna), pak zamitdime hypotézu Hy ma hladiné

a = 0.05. Pokud P-value vyjde vétsi nez 0.05, pak nezamitame hypotézu H
na hladiné o = 0.05.
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4.1 Jednovybérovy t test

Necht X7i,...,X,, je ndhodny vybér z N(u,0?), kde n > 1. Parametr o > 0

neni znam. Je tieba testovat hypotézu Hy : u = g, kde py je dané cislo, proti

alternativé Hy : u # po. Hypotézu Hy zamitneme, bude-li X hodné vzdéaleno od

¢isla pg. Z Véty 2.3 vime, 7Ze za platnosti hypotézy Hy ma statistika

(X — po)v/n
S

studentovo rozdéleni o n-1 stupnich volnosti. Podle definice kritické hodnoty stu-
dentova rozdéleni, dostaneme, Ze

P(IT| > t,1(1 = a/2)] = a.

T =

~ tn—l

Tedy hypotézu Hy zamitneme na hladiné «, jestlize plati
p-hodnotu vypocteme z distribuc¢ni funkce ¢ rozdéleni:

P = 2(1 - En—l(’T‘))
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V pripadé jednostranné alternativy Hy : p > g, resp. Hy @ pu < pg hypotézu Hy
zamitneme, jestlize

T>t,1(1—a), resp. T < —t,1(1 —a).
p-hodnotu jednostranného testu vypocteme jako:

p=1—F (T), resp. p=F, (T)
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4.2 Test o rozptylu normalniho rozdéleni.

Necht X7i,...,X,, je ndhodny viybér z N(u,0?), kde n > 1. Je tieba testovat
hypotézu Hy : 0% = 03, kde o7 je dané &islo, proti alternativé Hy : 0% # of.
Hypotézu Hy zamitneme, bude-li S? hodné vzdaleno od &sla 03. Z Véty 2.3 vime,
ze za platnosti hypotézy Hy ma statistika

n —1)5?
T:( 2) NX72’L—1
0y

Y2 rozdéleni o n-1 stupnich volnosti. Podle definice kritické hodnoty studentova
rozdéleni, dostaneme, ze

Pl () < -8t < (1-2)] 1o

Tedy hypotézu H, zamitneme na hladiné «, jestlize plati

a a

T <, (5) nebo T > x| <1 — 5) :
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p-hodnotu vypocteme z distribu¢ni funkce x? rozdélen:

p = min (2(1 _Fs (T)),2(F. (T)))

Xn—1 Xn—1

V piipadd jednostranné alternativy Hy : 0% > o3, resp. Hy : 0 < 0§ hypotézu Hy
zamitneme, jestlize

T>x* (1—a), resp. T<x> ().
p-hodnotu jednostranného testu vypocteme jako:

p=1-— FX%_l(T), resp. p = FX%_1<T)
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4.3 Parovy t test

Mé&jme ndhodny vybér (Y1, Z1), (Yo, Zo), . .., (Y, Z,) z néjakého dvourozmérného
rozdéleni jehoz vektor stfednich hodnot je (p1,p2). Chceme testovat hypotézu
Hy @ 1 — po = A proti alternativé Hy iy — ps # A, kde A je néjaké dané cislo
(nejcastéji A = 0). Polozime

Xl:}/1_Z17X2:}/2_227'°'7Xn:Yn_Zn'
Veliciny X1, Xo, ..., X, jsou nezdvislé. Predpoklddejme, Ze X; ~ N(p,0%),i =
1,2,...,n. Ziejmé pu = py — po. Jsou-li tyto predpoklady splnény, pak je tloha

pievedena na jednovybérovy t test. Z veli¢cin X, Xo, ..., X,, vypoc¢teme XaS2.
Hypotézu Hy zamitneme na hladiné a, plati-li

(X —A)vn
S

p-hodnotu vypocteme opét z distribucni funkce ¢ rozdéleni:

P = 2(1 - En—l(’T‘))

7| = \ > 11— a)2).
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Parovy t test se pouziva v situacich, kdy mame na kazdém z n objektl méreny dveé
veliciny. Jednotlivé objekty lze zpravidla pokladat za nezavislé, ale méreni na témz
objektu nikoli. Parovy t test pouzijeme, kdyz napt. testujeme tcinnost néjakého
l1éku na n pacientech, pricemz Y; jsou hodnoty nameérené pred podanim léku a Z;

jsou hodnoty namérené po podani léku.
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4.4 Dvouvybérovy t test

Necht X1, Xo,..., X, je vibér z N(ui,0?) a Y1,Ys,...,Y,, vybér z N(us, o).
Necht tyto dva vybéry jsou na sobé nezavislé. Predpokladejme, Ze n > 2,m >
2,02 > 0 a 02 nezndme. Chceme testovat hypotézu Hy : 1 — po = A proti
Hy @ pp — po # A kde A je néjaké dané cislo (nejcastéji A = 0). Oznacme
X, 8% a Y, S% charakteristiky téchto vybért. Hypotézu Hy zamitneme na hladiné

> tyima(l — 0/2).

a plati-li
T = X-Y-A \/nm(n—i—m—Q)
V- DSt +(m -5

p-hodnotu vypocteme opét z distribuc¢ni funkce ¢ rozdéleni:

p=20-F,_. (T))

n-—+m

Dvouvybérovy t test pouzivame v ptipadech, kdy se napr. na n pacientech zkousi
ptisobeni léku A a na jinych m pacientech piisobeni 1éku B. U¢elem pokusu je zjistit,
zda plisobeni obou 1€kt je stejné.
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Casto dochazi k zadméné parového a dvouvybérového t testu,coz je hrubéd chyba.
Dvouvybérovy t test mizeme pouzit pouze v pripadé, kdyz mame zajisténu nezavis-
lost vSech velicin X1, Xo, ..., X, Y1,Y5,....Y,. V piipadé zamény téchto testi,
dojdeme zpravidla k nerozumnym a nesmyslnym vysledktim.
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Predpoklady: Pro vyse uvedené testy plati urcité predpoklady. Jednim z
jeho poruseni ma zavazné dusledky a ¢ini zavéry zaloZené na predchozich testech
chybnymi. Dalsim predpokladem je normalita rozdéleni. Vzhledem k centralni lim-
itni vété a zakonu velkych ¢isel jeji poruseni pii vétsim rozsahu nahodného viybéru
neni zavazné. Navic v Odstavci 4.7 je uveden test za pomoci CLV, ktery nor-
malitu nepredpoklada. Pri zdvazném poruseni normality a malém rozsahu nahod-
ného vybéru davame prednost pouziti nékterého neparametrického testu. U dvou-
vybérového t testu je dalsi pozadavek, a to shodnost rozptylti obou rozdéleni. V
pripadeé, Ze rozdil ve velikosti rozptyl neni prilis veliky, poruseni tohoto pozadavku
neovlivni podstatnym zptsobem celkovy vysledek. O shodnosti rozptylt rozhod-
neme na zakladé nasledujiciho testu.
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4.5 Test shodnosti dvou rozptyli

Necht X1, Xo,..., X, je vibér z N(ui,0%) a Y1,Ys, ..., Y, vibér z N(us,o3).
Necht tyto dva vybéry jsou na sobé nezavislé. Pfedpoklédejme, Zen > 2,m >
2,02 > 0,05 > 0. Testujeme hypotézu Ho 0 = 05 proti H, : 0} # o3
Protoze Sg( je nestranny odhad parametru 0% a Siparametru o3, lze odekavat, Ze

za platnosti hypotézy Hy bude podﬂ blizky jedné. Proti Hy budou tedy sveédcit
bud hodnoty blizké nule, nebo hodnoty velké. Hypotézu H, zamitneme, jestlize

S 52
52 < ky nebo 82 > ko,
pricemz
« 1 o'
ki=F, 1m(zs) = k Fo1m l—=),
1 1, 1(2) Foina(l—a/2) 2 1m—1( 2)
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kde F,_1 m—1(/2) je kritickd hodnota Fisherova-Snedecorova rozdéleni o n-1 a m-1
stupnich volnosti. p-hodnotu vypocéteme z distribu¢ni funkce F' rozdéleni:

| 52 52
p — min 2<]‘ T FFn—l,m—l(S_2>)7 2(FFn—1,m—1(S_2))
Y Y
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4.6 Porovnavani strednich hodnot pfi nestejnych rozptylech

Necht X7, Xo, ..., X,, je vibér z N(uy,0%) a Y1,Ys, ..., Y, je vibér z N(us,03)
nezavisly na prvnim vybéru. Vime-li, Ze 0% # o3, milZeme stiedni hodnoty porov-
nat nasledovné. Je-li m > n utvorime rozdily X; — Y7, Xo —Y5, .....X,, —Y,. Nané
Ize aplikovat jednovybérovy t test, nebot jednotlivé rozdily jsou na sobé nezavislé
a kazdy z nich m4 rozdéleni N(u; — p2, 0% + 03) . Nevyhodou tohoto postupu je
nejen ztrata m-n veli¢in Y-ovych, ale i neefektivni vyuziti zbyvajicich velicin.

Misto predchazejici metody se v praxi dava prednost tomuto pribliznému testu:
Nejprve se vypocte

1 " _ 1 i _

2 2 2 2 2 2

SX_n_1<§ 1:Xi—nX>, Sy = —— EA 1:Yj_my
Z: j:

/S  S? S2 S?
n m n m
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Testujeme-li Hy : p1 — o = 0 proti Hy : puy — po # 0, pak Hy zamita v piipadé,

ze plati nerovnost

X —Y] S Ugtn—1() + vytm_1(c)
S Uy + Uy '

Tento test mé priblizné hodnotu «.
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4.7 Test o stredni hodnoté pomoci CLV

V pripadé, Ze nahodné veli¢iny vyrazné nespliuji normalitu, nemtzeme pouzit pred-
chozi testy. Je-li vSak nahodnych veli¢in vétsi pocet, mizeme pak vyuzit Centralni
limitni véty, ktera rikd, zZe soucet vétsiho poctu nadhodnych velicin se chova jako
normalni rozdéleni. Pro pouziti aproximace pomoci CLV se obvykle doporucuje
rozsah ndhodného vybéru n > 20.

Méjme Xj,...,X,, ndhodny vybér z rozdéleni s konecnou stredni hodnotou u a
kone¢nym rozptylem o?. Je tfeba testovat hypotézu Hy : p = po, kde po je dané
¢islo, proti alternativé Hy : p # po. Hypotézu H, zamitneme, bude-li X hodné
vzdaleno od ¢isla py. Podle Centralni limitni véty ma statistika

X — po

o)

T = VI —nsee © ~ N(0,1)

za platnosti Hy asymptoticky normované normalni rozdéleni.
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Podle definice kritické hodnoty normovaného normélniho rozdéleni je asymptoticky
Pl|T| gu(l—%) —1-a

Tedy hypotézu Hy zamitneme na hladiné «, jestlize plati
7| > u(l — %).
p-hodnotu vypocteme z distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni:

p = 2(1 = &(|T]))

V pripadé jednostranné alternativy Hy : p > g, resp. Hy @ pu < pg hypotézu Hy
zamitneme, jestlize
T>u(l—a), resp. T < —u(l—a).
p-hodnotu jednostranného testu vypocteme jako:
p=1—(T), resp. p=P(7T)

V piipads, %e o3 neni zndmo, pouZijeme misto néj ve vypoctu statistiky 7' jeho

nestranny odhad S?.
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Porovnani vice vybéru

5.1 Analyza rozptylu jednoduchého tridéni

Tento test je zobecnénim dvouvybérového t testu, ktery rozsifime na ptipad (I > 3)
vybéru. Uvazujme tedy I nezavislych vybért,

Vi, ooy Yin,  je vybér z N(uy, 0?)
atd. az

47
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}/]17“'71/1711 je VybérZN(:uI)O-Q)‘
Chceme testovat hypotézu Hy : uq = ... = py proti alternativé, Ze existuji alespon
dvé stfedni hodnoty, které si rovny nejsou.

Nekdy se uvedena situace zapisuje modelem:
Yij = p+ o + ey,
kde p+ a; = p; a e;; ~N(0, 0%) je chyba vyplyvajici z nepFesnosti méfen{ nebo ze
systematické odchylky od priméru. Hypotézu H( prepiseme na jednodussi model,
ktery je splnén, pokud plati hypotéza Hy:
Yij = p+eij.

Test provedeme nasledovné. Nejprve si ozna¢me prameéry jednotlivych vybéri

— Y+ .. +Y,. .
Y, = ! £ pro i=1,...,1
1

a prumer vsech hodnot

Y =

Zi Zj Yi;
n J
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kde n = ny + ...+ n;. Nyni spoc¢téme celkovy soucet ¢tverct St (tj. celkova
kvadratickd chyba modelu za platnosti Hy, tedy v piipadé Zze pu; = ... = u; = u.)
Za odhad 1 se bere Y.

ST_ZZYU Y)? ZZYQ—HY

Rezidualni soucet ¢tvercii S, je celkova kvadraticka chyba modelu za predpokladu,
7e hypotéza Hy neplati, tedy v piipadé ze i # ... # us. Za odhad p; se bere Y.

Se=d (V=Y =3 3 Vi-) Y,
1 7 /) 7 1

Veli¢ina S4 = S — S, se interpretuje jako soucet ¢tvercii pripadajici na rozdily v
osetienich. Tato veli¢ina je vzdy kladna, protoze chyba obecnéjsiho modelu S, je
vzdy mensi nez chyba jednodussiho modelu Sr. Je-li S4 malé, pak oba modely jsou
si podobné a tudiz nebudeme zamitat hypotézu Hy. Je-li S velké, pak obecnéjsi
model vysvétluje velkou ¢ast celkové chyby St a tudiz zamitneme H.
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Za platnosti hypotézy Hy ma statistika
(n — ])SA

~ Fr_ .,

F' rozdéleni o I — 1 a n — I stupnich volnosti. Tedy hypotézu Hy zamitneme na

Fy =

hladiné o v pripadé ze
Fo2>Frogp-1(1—a).

Vysledky celého testu se struéné zapisuji do tabulky (viz. Tabulka 5.1).

Variabilita soucet ¢tverci pocet stupni  podil

S volnosti f S/f F
oSetfeni Sa fa=1-1 Sa/fa Fa
rezidualni S, fe=n—1 Se/ fe
celkova St fi=n-—1

Table 5.1: Tabulka analyzy rozptylu

Prepoklady tohoto testu jsou obdobné predpokladiim dvouvybérového t testu
(viz. strana 40). Nejdutlezitéjsi je opét nezavislost jednotlivich vybért, normalita
muze byt porusena, pokud rozsahy vybért umoznuji pouziti CLV. Neni-li tomu
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tak je vhodnéjsi provést neparametrickou obdobu tohoto testu, kterd se nazyva
Kruskaltiv-Wallistv test. Poslednim predpokladem je shodnost rozptyli vsech
vybért. Pokud by odhad nékterého rozptylu vychéazel velmi odlisné od ostatnich,
méli bychom provést test shody rozptyli (viz. napt. [?]).

Veli¢ina s* = S,/(n — I) se nazjva rezidudlni rozptyl a je nestrannym odhadem
rozptylu o?.

Poznamka 5.1 Mohlo by se zdat, Ze vyse uvedeny test by se dal provadét
sadou dvouvybérovych t testu, provedenych na kazZdou dvojgici vybériu. Ovsem
takovych testi bychom museli udélat 1(1—1)/2. Kdyby kaZdy z nich byl prove-
den na hladiné o, byla by vysledna hladina viyrazné vétsi nez a. Pokud bychom
hladinu kaZdého testu snizili na 2a/1(1 — 1), byla by celkovd hladina naopak

podstatné mensi nezZ a. Ukazuje se, Ze takovyto postup nevede k dobrym vysled-
kum.

V pripadé, ze hypotézu H, zamitneme, je ¢asto tieba rozhodnout, pro které dvojice
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indext plati p; # p;. Tento problém fesi Tukeyova metoda mnohonasob-
ného porovnani.

ProtoZe Y; je odhadem pro p;, vytvoif se nejprve tabulka rozdilt Y; — Y; (viz.
Tabulka 5.2).

j
i 2 3 I
1 | V=Y, Yi1-Y; ... Y,-Y;
Yo—Y;3 ... Yo-Y;
I—1 Y, 1-Y;

Table 5.2: Rozdily priaméra

Statistika,

~ dIn—-I

mé rozdéleni nazyvajici se studentizované rozpéti. Kritickd hodnota gqr s(a) stu-
dentizovaného rozpéti je takové ¢islo, pro néz plati P|Q > qrs(a)] = a. Tyto
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kritické hodnoty jsou tabelovany. Tudiz plati-li

. 1 /1 1
Y=Y > sqrn— - —=+—,
| il > sar, I(Oé)\/2 (nz + nj)

zamitame hypotézu o rovnosti p; = ;. Provedeme-li tento postup pro vsechny

dvojice, pak hladina testu je mensi nebo rovna «. Rovnost nastava v pripadeé, ze
vSechny vybéry maji stejny rozsah.

Abychom se 1épe orientovali ve vysledcich Tukeyovy metody, ptipisuje se do Tabulky
5.2 ke kazdému rozdilu hvézdicka, pokud je rozdil vyznamny (signifikantni) na
hladiné 0.05. Dvé hvézdicky pro vyznamnost na hladiné 0.01 a tii pro 0.001.

5.2 Analyza rozptylu dvojné tridéni

Uvazujme model:

Y;j:,u‘l‘Oéi‘l—Bj—i—eij, kde izl,...,], jIl,...,J (51)
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kde g, aj pro¢ = 1,...,1 a B; pro j = 1,...,J jsou neznamé parametry a
e;; ~N(0,0?) je chyba vyplyvajici z neptesnosti méfen{ nebo ze systematické od-
chylky od priméru. To znamena, Ze namerené veliciny Y;; zavisi jak na sloupci, tak
na radku, v kterém se vyskytuji. Navic v kazdém radku mame stejny pocet prvki.
Predstavme si napi. situaci, kdy méfime na J pacientech tlak v I okamzicich
(napr. rano, v poledne a vecer). Kazdy pacient mé jinou primérnou hodnotu tlaku
p+ Bj. Vychylky béhem dne jsou urceny parametry o;. Je vidét, Ze ve vyse uve-
deném modelu jsou dva parametry nadbytecné. Abychom tomuto predesli, klademe
na parametry dveé dodatecné podminky:

ZO&@ZO, Zﬁj:O.
i J

Nyni chceme testovat hypotézu Hy @ a1 = ... = ay = 0 (tj. Ze nezélezl na rad-
kovém tiidéni), kterou prepiSeme na jednodussi model odpovidajici jednoduchému
trideni:

Yij=p+ 5+ e
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Test provedeme nasledovné. Nejprve si ozna¢me prameéry jednotlivych vybéri

_ Yi+...+Y, ,
Y, = 1+J+ / pro ¢=1,...,1,

V,j _ Yij + I —|—Y[j

YZEZij

pro j=1,...,J

a prumér vsech hodnot

kde n = IJ. Nyni spoc¢téme celkovy soucet ¢tverctt Sy (tj. celkova kvadraticka
chyba, v piipadé Ze oy = ... =a; = 31 = ... = B; = 0.) Za odhad p se bere Y.

ST_ZZ}/;] Y)? ZZY2—nY

Soucet ¢tverctl chyb v fadcich oznacime

Sa=JY Y, —nY .
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Soucet ¢tverct chyb ve sloupcich oznac¢ime

Sp=13 Y, —nY .
J

Rezidualni soucet ctvercit S, = St — 5S4 — Spg je celkova kvadraticka chyba modelu
5.1.

Stupné volnosti jednotlivych souctti ¢tverct jsou:

Fr=n-1  Fy=1-1, Fp=J-1 F.=n—-1—-J—-1.

Hypotézu H, zamitneme na hladiné o v pripadé Ze

Sa/fa
Fy= > F 1 —a).
A Se/fe — fA;fe( )
Podobné budeme postupovat v pripadé testovani hypotézy H): 51 =...= ;=0

(tj. Ze nezalezi na sloupcovém tiidéni), kterou prepiSeme na jednodussi model
odpovidajici jednoduchému tridéni:

Y;‘j:,u—FOq—l—eij.
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Hypotézu H|| zamitneme na hladiné « v piipadé ze

Se/ B
Fp =588 5 gy (=)
Se/ fe
Vysledky celého testu se struéné zapisuji do tabulky (viz. Tabulka 5.3).
Variabilita soucet ¢tverci pocet stupni podil
S volnosti f S/f F
radkova SA fAI[—l SA/fA FA
sloupcova Sk fe=J—1 Sg/fs Fg
rezidualni Se fe=sn—1—J—-1 S./fe
celkova St fi=n—1 - -

Table 5.3: Tabulka analyzy rozptylu dvojného tridéni

Rezidualni rozptyl s* = S,/ f. je nestrannym odhadem rozptylu o,

V pripadé, Ze hypotézu H( zamitneme, je ¢asto tieba rozhodnout, pro které dvojice
index®1 neplati rovnost. Tento problém Tesi, stejné jako u jednoduchého tridéni,
Tukeyova metoda mnohonasobného porovnani.
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Rovnost «; = a; zamitneme, plati-li

. 1

Y = Y| > sqra-1-741(c) 7
Rovnost 3; = [ zamitneme, plati-li

_ — 1

Y ;i =Yl > sqrp-1-j41() 7

Poznamka 5.2 Model 5.1 se dd ddle zobecriovat. Napr. pro kazdé i, j muZeme
mit P dat.

Yip=p+oi+08i+ej,, kde t=1,....1, j=1,...,J, p=1,... P
Je mozn€ sledovat interakce v modelu mezi radky a sloupci
Yiip = p+ oy + B + Nij + €ijp.
Ddle je také mozné sledovat zavislost velicin na trech typech parametri tzv.

trojné tridéni. Tyto modely jsou Teseny napr. v [?], [?]. Neparamitrickou
obdobou vyse popsaného dvojného tridéni je Friedmanuv test.



Chapter 6

Korela¢ni analyza

V kapitole 1 jsme uvedli, Ze z nezavislosti nahodnych veli¢in plyne nekorelovanost,
neboli ze korelacni koeficient p = 0. Tudiz zamitneme-li hypotézu Hy : p = 0,
pak mizeme i zamitnout hypotézu nezavislosti. Zabyvejme se tedy nyni hypotézou

Hy:p=0.

99
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6.1 Vybérovy korelacni koeficient

Mé&jme nédhodny vybér (Xi, Y1), (Xo, Y2), ..., (X, Ys) z néjakého dvourozmérného
rozdéleni. Korelacni koeficient je definovan jako
~ Cov(X,Y)
B VvV VarX Vary
Pro odhad Var X a Var Y pouzijeme vybérovy rozptyl
§ =S (- XP St S (w-vR

n—1~4% n—14%

P

7 véty 2.1 vime, Ze ES% = VarX a ES; = VarY. Podobné definujme vib&rovou
kovarianci vztahem

LS X - Xy -7,

1=1

S p—
XY n—1



CHAPTER 6. KORELACNI ANALYZA 61

pro kterou plati ESxy = Cov(X,Y). Tudiz pokud S% > 0 a S¢ > 0, definujeme
vybérovy korelacni koeficient r jako

Sxy
VS%SE

Po drobné tupravé dostaneme vzorec vhodny pro vypocet:

S XY — nXY
VX - nX3)(X Y —nY?)

Ze Schwarzovy nerovnosti dostaneme, ze —1 < r < 1.

Viybérovy korelacni koeficient neni nestranny odhad p, jako tomu je u vybérového
rozptylu a kovariance.

Predpokladejme nyni, ze (X1, Y1), (Xs,Y3), ..., (X, Y,) je ndhodny vybér z né-
jakého dvourozmérného normélniho rozdéleni a Var X > 0, Var Y > 0, |p| < 1.
Za téchto predpokladi je

Er=p—
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kde o(n™1) zna¢ime funkci f(n), pro kterou plati lim,, s @ = 0.

Testujme nyni hypotézu Hy : p = 0 proti alternativé Hy : p # 0. Za platnosti
hypotézy H a za vysSe uvedenych predpokladi ma statistika

.
T=——Vn—2~1t,_
V1 —1r? ’

Studentovo rozdéleni o n — 2 stupnich volnosti. Tudiz hypotézu H, zamitneme na
hladiné «, v pripadé, ze
T| > t, o(1 —a/2).

U tohoto testu je normalita nahodného vybéru podstatny predpoklad. Nejsme-
li sijisti timto predpokladem, pouzijeme pro test nezavislosti radéji Spearmaniiv
korelacni koeficient.



Chapter 7

Linearni regrese

7.1 Linearni regrese s jednou vysvétlujici proménnou

Regresni model

Y = flx)

63
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vysvétluje zavislost velic¢iny Y na hodnotach x skrze regresni funkci f. Cilem regrese
je najit regresni funkci f, zname-li n pozorovanych dvojic

(331, y1>7 ('1727 yQ)) I (ﬂfn, yn)7

kde x; jsou hodnoty nezavislé , hodnoty vysvétlujici proménné x a g; jsou hodnoty
zavislé, hodnoty vysvétlované veli¢iny Y. Predpokladejme, Ze hodnoty w; jsou
naméreny s urcitou chybou e;. Pro odvozeni vSech testli a intervalovych odhadii
v pribéhu celé této kapitoly, klademe na chyby e; predpoklad, Ze maji normalni
rozdéleni N(0, 0?). Pro odvozeni bodovych odhadfi tento pfedpoklad neni nutny.
Jinak Te¢eno, mame n pozorovani vysvétlované velic¢iny Y v n znamych hodnotach
vysvétlujici proménné x, tudizZ mame n rovnic

}/i:f<$i)+6i7 iZl,Q,...,TL.

Linearni regresi budeme uvazovat regresi, jejiz regresni funkce je linearni

flz) =B+ b -z
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Cilem linearni regrese je nalezeni parametrti 5y a 31. Tento kol provedeme metodou
nejmensich ¢tvercti. Tato metoda spociva v tom, Ze hledame parametry [y a (51
pro néz je soucet ¢tverct chyb modelu miniméalni. Tedy hleddme minimum funkce

n

9(Bo. B1) = > _(Yi— (Bo+ Br - x:))".

1=1

TudizZ feSime soustavu rovnice

59(50, 51) 59(50, 51)

AV e 2y A Ve N VA )

B0 051

Po pravach obdrzime tyto odhady

S —7)- Y, S Y —nzy — _
Gz Sa—a@ =Y ThT (7-1)

kde T = % SaziaY = % > Y;. Odhady by, by jsou nejlepsi nestranné odhady, tzn.
ze odhady by, by jsou nestranné (Eby = Sy, Eb; = (1) a maji nejmensi rozptyl ze
vSech nestrannych odhadt.

b, =
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Minimum funkce ¢

Se = g(bo, b) IZ(Yz’—(bo+bl'%))2225@2—5025@—512%5@

se nazyvé rezidualni soudéet étvercti. Odhad rozptylu chyb o2 je

Totalni soucdet ¢tvercu

Sp=> (Y,-Y)
vyjadiuje celkovou kvadratickou chybu regresniho modelu.

Vhodnost modelu posuzujeme koeficientem determinace
Se ST — S
Sy Sy

ktery vyjadiuje jaka ¢ast celkové chyby St je vysvétlena regresnim modelem. (Chyba
S, obsahuje to, co regresni model nedokazal vysvétlit). Koeficient determinace

RP=1-—
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muzeme také pocitat podle vzorce
o XY
SV, =Y
kde }A/; = f(a:z) = by + by - x; je regresni odhad hodnoty regresni funkce v bodé
z;. Je ziejmé, Ze ¢im bliZe je R? jedné, tim lépe regresni model vystihuje naméiené

data. Nékdy se uvadi: je-li koeficient determinace vétsi nez 0.85, muizeme Tici, Ze
model je vhodné zvolen.

Nejcaste€ji se zabyvame otazkou, zda je mozné model zjednodusit tak, ze hodnoty
Y, viibec nezavisi na x;. Tudiz testujeme hypotézu

Hoiﬂlzo pl"Oti leﬁl#()
Za platnosti Hy mé testova statistika

b1
T:—-\/g 2 — T ~t,
S ! ’

studentovo rozdéleni o n — 2 stupnich volnosti. Tudiz pokud |T'| > t,_o(1 — a/2)

zamitneme hypotézu Hj na hladiné spolehlivosti ae. Nezamitneme-li hypotézu H
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tohoto testu pak jsme vlastné potvrdili linearni zavislost Y; na x; zamaskovanou

nahodnymi chybami e;.

Intervaly spolehlivosti Standartnim zptisobem muzeme vytvorit intervalovy
odhad pro parametr 3y o spolehlivosti 1 — «:

(bl_ woo(l—a/2)s — o(1 — a/2)s >
VX etz Y a? -

Castéji ovsem hledédme intervalovy odhad pro By + Bz

1 T —7T)? /1
(bo—l—bll’—tn 2(1—&/2) z:(ZU ) Q,bo—l—blfﬁ—i—tn 2(1—0&/2) E—i_i

Tento interval prekryva hodnotu 50 + B1x s pravdépodobnosti 1 — a. Sestrojime-li

takovéto intervaly pro vechna x € [min x;, max x;], vytvotrime tzv. pas spolehlivos
kolem regresni primky. Hranice pasu jsou tvoreny dvéma vétvemi hyperboly.

Priklad 7.1 Za prunich sedm mésici roku md firma zdznamy o poctu hodin
provozu vyrobni linky (x;) a o ndkladech na jeji udrzbu (Y;) v tisicich KC¢.
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x; | 2751 3501 250 325 3751 400 300
Yi 1 1491170 140 164 | 192 200| 165

Najdéme nejprve regresni primku Y = by + bix. Dosadime-li do vzorcu 7.1,
dostaneme: by = 42.75 a by = 0.387. Nyni spoctéme rezidualni soucet ctverci
S, = 2622.89, tudiz odhad rozptylu chyb e; je s> = 524.579. Regresni soucet
Ctvercti, miZeme snadno spocitat jako Sy = (n — 1)S%, kde Si je vybérovy
rozptyl Y. S = 2771.71. TudiZ koeficient determinace R? = 0.9463.

Nyni se zabyveyme hypotézou Hy : B = 0. Spocteme statistiku T = 9.38 a
porovndme ji s hodnotou kvantilu t5(0.975) = 2.57. TudiZ zamitame hypotézu
Hy na 5% hladiné. Jak koeficient determinace tak tento test mam potvrdil
vhodnost tohoto linedarni modelu.

Podiveyme se jesté na intervalové odhady. Intervalovy odhad o spolehlivosti
95% pro parametr [y je [0.2811,0.4931). Odtud je také vidét, Ze zamitame
hypotézu Hy. Pas spolehlivosti kolem regresni primky je ukdzdn na obrdazku
7.1.
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200+

180+

160

280 300 320 340 360 380 400

Figure 7.1: Zavislost provoznich naklad na dobé provozu. Body zobrazuji namérené hodnoty, plné ¢ara pred-

stavuje odhadnutou regresni ptimku Y = by + b1 a ¢arkované jsou vyznaceny hranice pasu spolehlivosti kolem
regresni primky.

Interpretace modelu: Absolutni clen by odhaduje fixni mésicni naklady, nezdavislée
na délce provozu linky. Linedrni clen bix odhaduje vartabilni naklady primo
umerné délce provozu.
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7.2 Linearni regrese s vice vysvétlujicimi proménnymi

Regrese patii k zakladnim statickym metodam. Jejim cilem je najit regresni
funkci, ktera se snazi vysvétlit vznik vétsitho poctu pozorovanych ndhodnych velic¢in
Y1, Y, ..., Y, pomoci znamych vlivii X;; a pomocl pomérné malého poctu parametri
Bo, b1, B, ..., Bi.. Budeme se zabyvat linearni regresi, tzn. Ze zavislost na parame-
trech 50, 61, 62, PN ﬁk je linearni.

K dispozici tedy mame na jednu vysvétlovanou proménou k vysvétlujicich promén-
nych. Tedy v tomto odstavci budeme pracovat s modelem:

Y =060+ 51Xy + ... + Bp X (72)
Pokud mame n pozorovani, dostaneme pak n rovnic o k+1 neznamych ve tvaru
Y, =060+ 01 X1+ 0o Xio+ ...+ Bk X +e;, kdei=1,2,...,n, (73)

Zde e; jsou nahodné chyby. Pro odvozeni vsech testii a intervalovych odhadl v
pribéhu celé této kapitoly, klademe na chyby e; predpoklad, Ze maji normalni
rozdéleni N(0, 0?). Pro odvozeni bodovych odhadii tento pfedpoklad neni nutny.
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Maticovy zapis tohoto modelu ma tvar

Y =X(+e,
kde
Y I Xq1 ... Xy Bo €1
vy | lx= DA A g [P e |2
v, L X o X 2 e

Cilem linearni regrese je odhadnout parametry modelu 5y, 51, B9, ..., Br. Pro odhad
téchto parametri se nejcastéji pouzivd metoda nejmensich ctverci. Tato metoda
spociva v minimalizaci funkce

n

9(Bo, B, -, Br) = Z(Y; — (Bo+ BiXi + BaXio + oo + BiuXup))*. (7.5)

1=1

Nutnou podminkou pro existenci extrému je nulovost parcialnich derivaci. Vzhle-
dem k tomu, Ze dané funkce je ve svém definicnim oboru konvexni, je to i postacujici
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podminka. Zderivujeme-li danou funkei podle vSech proménnych a polozime-li par-
cialni derivace rovné nule, dostaneme soustavu nasledujicich rovnic

99(Bo. b1, -+, B) 22 — (B + 81X + BoXip + ... + B Xip))(—1) =0

dBo
a
(?g(ﬁg,gg...., Bi) =2 Z — (Bo+ Bi X + BoXio + ... + BiuXir))(—Xij) = 0,
7
kde j = 1.2, k.

Po mensich tpravach obdrzime

n50+51ZXz1 +522X¢2+ +5kZX¢k = ZYz'
i—1 i—1 i—1 im1

Bod Xa+BY X345 XpXa+ ..+ Y XuXa=)» YiXy
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Bo Z Xir + b1 Z XipXi1 + Oo Z XipXiz + ... + P Z X = Z YiXig. (7.6)
i1 i=1 i1 i1 -1

Vyftesenim této soustavy ziskame odhady by, b1, ..., by parametri 5y, 51, 5o, ..., O.
Vise uvedena soustava se nazyva soustava mormdlnich rovnic. Maticovy zapis
soustavy normalnich rovnic je

(X'X)- B =X"Y. (7.7)

Je-li matice (X?TX) reguldrni (tzn. existuje k ni matice inverzni, oznacme ji
(XTX)™1), potom odhad parametrtt 8 = By, 31, Bo, ..., Br je

b= (X"X)"'X"Y. (7.8)

Minimum funkce g nazyvame rezidualni soucet ¢tverct a vypocteme je;

Se=g(b) =Y (Vi — (bo + biwi + bowip + ... + +hpzar))* = Y (Vi = V7)%,
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kde )A/; = by + byx;1 + boxjo + ... + brxy je regresni odhad hodnoty Y;. Odhad

Se 2

rozptylu chyb o2 je s? = —=¢—. §* nazyvame rezidualni rozptyl.

Regresni soudet ¢tverctt Sy = > (Y; — Y)? vyjadiuje celkovou kvadratickou
chybu regresniho modelu.

Vhodnost modelu posuzujeme koeficientem determinace
Se o ST - Se
Sy Sy

ktery vyjadiuje jaka ¢ast celkové chyby St je vysvétlena regresnim modelem. (Chyba

R*=1-

S, obsahuje to, co regresni model nedokazal vysvétlit). Koeficient determinace
muzeme také pocitat podle vzorce

AN

(T - V)
S ¥V

kde }A/; = f(:z:z) =by+ by -x;1+ ...+ bz je regresni odhad Y;. Je ziejmé, Ze
¢im blize je R? jedné, tim lépe regresni model vystihuje namétend data. Nekdy se

R? =
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uvadi: je-li koeficient determinace vétsi nez 0.85, mtizeme Tici, Ze model je vhodné
zvolen.

Metodou nejmensich ¢tverct ziskdme bodové odhady parametri Sy, 81, Ba, ..., k.
Nekdy nas vsak zajimaji i intervalové odhady o spolehlivosti 1 —a konstruované pro
parametry By, 81, B9, ..., Br. Intervalovy odhad o spolehlivosti 1 — « pro parametr
B; je interval

<bz — tn—k:—1<1 — &/2) - S (XTX)Z-_Z»l, bz -+ tn—k—l(l — 04/2) - S (XTX)”1> ,
(7.9)
kde (XTX);! je prvek matice (XTX)~! nachézejici se na i-tém Fadku a i-tém
sloupci.
Je ziejmé, Ze ¢im méné budeme mit vysvétlujicich proménnych, tim bude model
jednodussi. Proto se nejcastéji zabyvame otazkou, zda je mozné model zjednodusit
tak, Ze hodnoty Y; viibec nezavisi na x;;. TudiZ testujeme hypotézu

Hy: ;=0 proti Hy:pB; #0
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Za platnosti Hy mé testova statistika
b;
s/ (XTX) !

T —

~ g (7.10)

studentovo rozdéleni o n — k — 1 stupnich volnosti. Tudiz pokud |T| > ¢,_x_1(1 —
«/2) zamitneme hypotézu Hj na hladiné spolehlivosti ov. Nezamitneme-li hypotézu
Hj tohoto testu pak jsme vlastné potvrdili linearni zavislost Y; na i-té vysvétlujici
proménné zamaskovanou nahodnymi chybami e;.

Nekdy se ptame, zda je mozné model zjednodusit o vice nez jeden parametr, v
takovém pripadé nepouzijeme dva predchozi testy, protoze jejich spolec¢na hladina
by nebyla a, ale pouzijeme nasledujici test.

Testujeme hypotézu

H0:6j1:5j2:...:5jl:(), 1§]1,,jl§k

proti alternativé, Ze zjednodugeny model neplati (tj. Ze alespoii jedno 3;. # 0). Cislo
[ zde oznacuje pocet parametril, které se pokousime z modelu vypustit. Maticovy
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zapis zjednoduseného modelu ma tvar
Y = X3 + e,
kde matice X vznikne z matice X vynechanim sloupcti prislusejicim parametriim

Bjys Bjgs - - -, Bj,- Vektor 8 vznikne z vektoru £ vynechanim parametri 8;,, 55,, . . ., 5,
Podobné vznikne i €.

Parametry zjednoduseného modelu E odhadneme pomoci

b=(X"X)"'X"Y. (7.11)
Poté spocteme rezidualni soucet ¢tverctl pro zjednoduseny model
ge - Z(Y; - }/;)27

kde Y; je regresni odhad Y; ve zjednoduseném modelu. Je ziejmé, Ze S, > Ses
nebot S, je minimum funkece g(f5) bez jakychkoli omezeni na vektor 3, zatimco S,
je minimum funkce g(8) za podminky 3;, = 8;, = ... = B;, = 0.
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Za platnosti Hy méa pak testova statistika
(n—Fk—1)(S — S,

rozdéleni Fj,_r—1. Tudiz pokud F' > Fj,_;—1(1 — a) zamitneme hypotézu Hj na
hladiné spolehlivosti o a tudiZ model nemtiZzeme zjednodusit.

F:

~ E,n—k—l

Priklad 7.2 V 60-tych letech probéhla ve Velké Britdnii ndsledujici studie. Ve
30 hrabstvich byli namereny veliciny: A = zména populace za poslednich 10
let, B = pocet zaméstnanci v zemedélstvi, C = velikost dani z nemowvitosti, D
= procento obyvatel mayjict telefon, E = procento obyvatel Zijici na vesnici, F'
= prumerny vek. Temato velicinamt méla byt vysvétlena velicina Y = procento
obyvatel Zijicich pod hranici bidy. TudiZ dostavame linedrni regresni model

Y = Bo + BaAi + BpBi + BcCi + BpD; + Bpk; + Brk; + e;.

Matice X bude obsahovat 7 sloupci, kde v prunim budou samé jednicky, ve
druhém budou hodnoty veliciny A, ve tretim B, atd. Nyni podle vzorce 7.8
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spocteme odhad jednotlivych parametri,
b = (by, ba, bs, bc, bp, by, bp)' = (31.26, —0.39, 0.0007, 1.23, —0.083, 0.16, —0, 42)" .

Dale spocteme rezidudlni soucet ctvercu S. = 265.66 a regresni soucet ctverci
St = 1197.72. Odtud dostdvdme, Ze R* = 0.78.

Nyni nds zajimd, jestli nekteré promenné muzeme z modelu vypustit (Hy :
B; =0). Za timto ucelem, spocteme pro kaZdou promeénnou hodnotu statistiky
T a to podle vzorce 7.10.

T = (T4, Ta, Tp, To, Tp, T, Tr)' = (2.35, —4.87,1.69,0.38, —0.63, 2.67, —1.64)" .
Tyto hodnoty porovndme s kvantilem t93(0.975) = 2.068 a vidime, Ze hypotézu
nulovostt parametri zamitame u By, Ba, Be. Tyto testy ndam rikaji, Ze miuzZeme
z modelu vypustit promennou B nebo C nebo D nebo F. Ovsem nevime, zda

muzeme vypustit vsechny promenné najednou. Na tuto otazku nam odpovi
ndsledujict F-test.

Uvazujme tedy zjednoduseny model (podmodel)
Y; = Bo+ Badi + Beki + e
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Pro podmodel spocteme odhad jednotlivych parametri
b = (by, ba, bp)" = (16.67, —0.40,0.13)"".

Dale spocteme rezidualni soucet ctvercu podmodelu §e = 393.03. Odtud dostavan
%e R? = 0.67. Nyni sestrojime statistiku

(30 — 6 — 1)(S. — 5.)
35,

Z toho plyne, Ze Hy zamitame, neboli nemiuzZeme vypustit vsechny ctyri promeénneé

F = — 3.67 > 3.03 = F33(0.95).

zarovern.

Musime tedy nékterou proménnou do podmodelu pridat. Pridejme promennou
B, protoze T > T, Tp, Tr (tj. proménnd B je v modelu vyznaméjsi nez C,
D a F). Uvazujme tedy podmodel

Y; = Bo+ Badi + BB+ Beki + €.
Pro podmodel spocteme odhad jednotlivych parametri

b = (by, ba, b, br)" = (10.99, —0.40,0.001,0.19)".
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Dale spocteme rezidualni soucet ctvercu podmodelu §€ = 318.83. Odtud dostavan
%e R? = 0.73. Nyni sestrojime statistiku

(30 — 6 — 1)(S, — S.)
48,

Z toho plyne, Ze Hy nezamitame, neboli z puvodniho modelu miuZeme vypustit
promenné C, D a F. Popiseme tedy velicinu Y proménnymi A, B a E.

F = = 1.15 < 2.80 = F323(0.95).

7.3 Polynomialni regrese

Kvadraticka regrese: Pod pojmem kvadratické regrese minime model
}/ZZBO_‘_ﬁlXZ—}_ﬁQXZQ—{_GM 7;21727 """ y 10,

kde e; ~ N(0,0%),n > 4. Zde ndhodn4 veli¢ina Y; z4visi kvadraticky na veli¢innach
X;.
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Polozime-li Z; = X?, i=1,2,.....,n dostdvdme model
Y;:B()‘Fﬁl'Xi—i—Bz'Zz'—l—ei, ’i:1,2, ..... , .

V tomto modelu zavisi nahodna veli¢ina Y; linearné na velicinach X; a Z;. Neboli
uloha kvadratické regrese byla prevedena na tilohu linearni regrese se dvéma vysvétlu-
jicimi proménnymi.

Podobné budeme postupovat i pro regrese vyssich stupni.

Odhad stupné regresniho polynomu: Uvazujme nyni model
}/;:50+51XZ++5PX§)+6“ i:1,2, ..... , 1,

kde stupenl p regresniho polynomu neni znam. Pocet parametri tohoto modelu
oznacme k = p + 1.

Uvazujme, ze skutecny stupen polynomu je py a tedy skuteény pocet parametri
modelu je kg = pp + 1. Oznatme s7 rezidudlni rozptyl modelu s k parametry

(rezidudlni rozptyl je definovan na str. 75). D4 se ukazat, ze

Es% > g% pro k < ko, ]Esl% =% prok > k.
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TudiZ, je tfeba najit bod, kde posloupnost s7 se méni z klesajici posloupnosti na
oscilujici. Toto je obtizna tloha, proto ji prevedeme na tulohu hledani minima
posloupnosti. Vytvorime posloupnost

k
Ak—SZ(l—l—T\/ﬁ),

kterd vétsim k pridava veétsi vahu. Hodnotu k, pro kterou je Aj; minimalni, pak
vezmeme jako odhad skutecného poctu parametri k.

7.4 Nelinearni regrese

Uvazujme nelinearni regresni model

Y;:f(XZ)ﬁ)+€Za i:1727 """ y T,
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kde f je regresni funkce a [ je vektor neznamych parametri. Odhad parametri (3
metodou nejmensich ¢tvercii dostaneme minimalizaci vyrazu

n

S(B) = (Yi— f(X:, B))

i=1
Tuto tlohu iteracné resi rizné statistické a matematické programy. Tyto programy

ovsem vyzaduji pocatecni aproximaci vektoru b.

Pocatecni aproximaci muzeme snadno ziskat u tzv. linearizovatelnych modeli
tj. modeli, které se daji prevést na linedrni model. Jako piiklad si uvedme model,
jehoz regresni funkce je exponencialni:

Y, = ﬁoeﬁlxi +e, 1=12,... , M.

P11 pocatecni aproximaci si mizeme dovolit zapomenout na chyby e; a model zlog-

aritmovat
IHY;:h"lﬁ()—l—ﬁlXi, ?::1,2, ..... , .

Zavedeme-li nové parametry oy = Infy a a3 = (1, dostaneme linearni regresni
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model
h’lY;:Oéo—FOélXZ’, ’1:21,2, ..... , N,

ktery vytesime podle kapitoly 7?7 a dostaneme odhady ag, a1. Za odhad parametrii
ptivodniho modelu pak vezmeme odhady

bozeao, bl = aj.

Na zavér uvedme piiklady nékterych linearizovatelnych modeld.

1. Y = elothX

2. Y = By X

3.Y = By+ S Inz
4. Y =In(By + 51X)

_ 1
5. Y = Bo+H1X




